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Введение
В современной методической системе обучение и успешное овладение знаниями в общеобразовательной школе невозможно без интереса детей к учебе. Как широко известно, основной формой обучения в школе является урок. В настоящее время актуально также проведение внеурочных мероприятий, призванных систематизировать и углублять знания школьников. Одна из форм внеклассной работы является олимпиада по предмету. Она способствует воспитанию познавательного интереса у учащихся и помогает определить их уровень знаний учителям. Олимпиада в начальный период обучения занимает важное место в развитии школьников. Именно в это время учащийся впервые самостоятельно совершает открытия. Пусть они даже небольшие и как будто незначительные, но в них — ростки будущего интереса к науке.
Кроме того, олимпиада является одной из форм учебной деятельности, которая может появляться на развитие личностных особенностей учащихся. При этом ученик стремиться к самореализации, у него формируется навыки планирование и самоконтроля, активизируется интеллектуальная деятельность. Но все же развитие математических способностей — это сложное структурное психическое образование, своеобразный синтез свойств, интегральное качество ума, охватывающее разнообразные его стороны и развивающееся в процессе математической деятельности. Указанная совокупность представляет собой единое качественно-своеобразное целое, — только в целях анализа мы выделяем отдельные компоненты, отнюдь не рассматривая их как свойства изолированные. Эти компоненты тесно связаны, влияют друг на друга и образуют в своей совокупности единую систему, проявления которой мы условно называем «синдром математической одаренности». Исследование математических способностей включает в себя и решение одной из важнейших проблем — поиска природных предпосылок, или задатков, данного вида способностей. К задаткам относятся врожденные анатомо-физиологические особенности индивида, которые рассматриваются как благоприятные условия для развития способностей. Самое значительное исследование психологов по данной проблеме принадлежит В. А. Крутецкому и изложено в его книге «Психология математических способностей школьников». В. А. Крутецкий даёт следующее определение математическим способностям: «Под способностями к изучению математики мы понимаем индивидуально-психологические особенности (прежде всего особенности умственной деятельности), отвечающие требованиям учебной математической деятельности и обусловливающие на прочих равных условиях успешность творческого овладения математикой как учебным предметом, в частности относительно быстрое, легкое и глубокое овладение знаниями, умениями и навыками в области математики». Собранный материал В. А. Крутецким позволил ему выстроить следующую общую схему структуры математических способностей в школьном возрасте. Исходя из всего вышесказанного и основываясь на компонентах (параметрах) математических способностей, выявленных математиками, педагогами и психологами в нашей стране и за рубежом, проведу систематизацию этих параметров предложенную В. А. Гусевым в его работе «Психолого-педагогические основы обучения математике». Классифицируя составляющие математических способностей, автор пришел к выводу, что, прежде всего их можно распределить по двум основным блокам: в первый блок входят общие характеристики мышления или умственной деятельности (формулировки этих качеств личности формально не связаны ни с какой специальной математической деятельностью); ко второму блоку относятся параметры математических способностей, непосредственно связанные с математической деятельностью учащихся. Совершенно ясно, что эти параметры следует идентифицировать по уровню их сложности, продвинутости и т. д. Итак, рассмотрим один из возможных вариантов классификации составляющих (параметров) математических способностей школьников. Оценивая предложенную классификацию параметров математических способностей, можно сделать следующие выводы. Отличительной чертой данной классификации является ее направленность на целостное формирование личности каждого школьника, и в этой связи ее многогранность. Бросается в глаза большое пересечение указанных параметров с общими целями обучения математике, сложность этих взаимосвязей. Важно отметить, что фундаментом во всем этом многообразии являются мыслительные процессы, это выдвигает на первый план процессы формирования приемов мыслительной деятельности. Построенная классификация играет немаловажную роль в диагностике параметров математических способностей учащихся и позволяет дифференцировать их по уровням владения теми или иными приемами мыслительной деятельности. 
Под математическими способностями следует понимать специальные особые способности, которые необходимы для успешного выполнения математической деятельности. Математические способности являются не единым образованием, а имеют сложную многогранную структуру. Успешность математической деятельности зависит не от отдельно взятой способности, а от комплекса способностей. Математическая одаренность предполагает наличие определенных природных предпосылок и проявляется только в творческой деятельности. Однако не следует забывать, что каждый человек (ученик) обладает в определенной мере математическими способностями, которые чаще всего раскрываются на олимпиадах. Оценить и развить эти способности — задача педагогов. 
Методические рекомендации по подготовки учащихся к олимпиадам
Система подготовки участников олимпиад:
· базовая школьная подготовка по предмету;
· подготовка, полученная в рамках системы дополнительного образования (кружки, факультативы, исследовательские задания);
· самоподготовка (чтение научной и научно-популярной литературы, самостоятельное решение задач, поиск информации в Интернете и т.д.);
· целенаправленная подготовка к участию в определённом этапе соревнования по тому или иному предмету (как правило, такая подготовка осуществляется под руководством тренера-наставника (имеющего опыт участия в олимпиадном движении).
Подготовка школьников к олимпиадам
 Для эффективной подготовки к олимпиаде важно, чтобы олимпиада не воспринималась как разовое мероприятие, после прохождения которого вся работа быстро затухает.
· Подготовка  к  олимпиаде  должна  быть  систематической,  начиная  с  начала  учебного  года.
· Факультативные  курсы целесообразнее использовать не для обсуждения вопросов теории, а для развития творческих способностей детей.
· Индивидуальная   программа     подготовки  к  олимпиаде  для  каждого  учащегося,  отражающая  его  специфическую  траекторию  движения  от  незнания   к  знанию,  от  неумения  решать  сложные  задачи  к  творческим  навыкам   выбора  способа их решения.
· Использование диагностического  инструмента  (например, интеллектуальные  соревнования  по  каждому  разделу  программы).
· Уделить внимание  совершенствованию и развитию у детей экспериментальных навыков, умений применять знания в нестандартной ситуации, самостоятельно моделировать свою поисковую деятельность при решении экспериментальных задач.
· Использовать учителю все имеющиеся в его распоряжении возможности: мысленный эксперимент, практикумы, эксперимент в школьном кабинете и т.д.
 
1. Выявляем наиболее подготовленных, одаренных и заинтересованных школьников через:
· наблюдения в ходе уроков;
· организацию исследовательской,   кружковой работы и проведение других внеклассных мероприятий по предмету;
· оценку способностей школьников и анализ их успеваемости по смежным дисциплинам.
2. Создаём творческую группу, команду школьников, готовящихся к олимпиадам, которая позволяет:
· реализовать взаимопомощь, передачу опыта участия в олимпиадах, психологическую подготовку новых участников;
· уменьшить нагрузку учителя, так как часть работы по подготовке могут взять на себя старшие (обучая других, они будут совершенствовать и свои знания).
3. Планируем работу:
· при планировании работы с группой школьников следует избегать формализма и излишней заорганизованности;
· оптимальным будет построение индивидуальных образовательных траекторий для каждого участника (свободное посещение и продолжительность занятий, свободный выбор типа заданий, разделов предмета для изучения, используемых пособий);
· предусмотреть возможность отдыха, релаксации;
· не превращать работу группы в пустое времяпровождение;
· наличие группы школьников не означает преобладания групповых форм работы: такие формы должны быть возможно более краткими и наиболее интересными для всех присутствующих;
· основной  формой работы на занятиях группы будут различные формы индивидуальной и парной работы.
4. Расширяем кругозор:
· читаем книги, журналы;
· работаем в Интернете;
· общаемся дистанционно;
· участвуем в интенсивных школах и т.д.
5. Решаем задачи:
· нужно стремиться дать каждому члену группы  свободу выбора,  индивидуальную образовательную траекторию;
· создать «книгу задач» (задания систематизированы по типам, способам решения, по сложности).
6. Определить последовательность изучения тем, выполнение заданий, так как ребенок при подготовке к успешному участию в олимпиаде должен изучить школьную программу раньше своих одноклассников, плюс изучить ряд тем, не входящих в программу общеобразовательных школ.
7. Проанализировать вместе с ребенком выполненную им олимпиадную работу (через анализ заданий), разобрать допущенные ошибки, спланировать дальнейшую работу по подготовке к олимпиадам.  
Как сделать процесс усвоения информации более эффективным?
· зачётный лист (автор, название книги, статьи, интересный факт, стр.)
· зачёты по прочитанной книге, статье и т. д.
· целевое изучение  литературы
· создание опорных схем, таблиц и т.д.
10 советов, с чего начать занятия с олимпиадниками
1 совет. Когда начинаешь какое-либо дело, вначале сосредоточься на четырех заповедях и устрани себялюбие. Тогда неудача станет невозможной. Вот эти заповеди: не опоздай встать на этот путь, стремись быть полезным, чти историю, поднимись над личной любовью и личным страданием, существуй во благо человеческое.
2 совет. Составьте долгосрочное планирование, рассчитанное на все время обучения вашего подопечного, выберите свой путь (стратегию) и придерживайтесь его.
3 совет. У вас должна быть копилка олимпиадных задач от школьных до международных. Не зацикливайтесь на задачах только вашего региона — смотрите шире. Мир развивается параллельно.
4 совет. К каждому изучаемому вопросу необходима подборка как дополнительной литературы, так и задач на отработку элементарных навыков. Не забывайте принцип: от простого к сложному, или от школьной олимпиады к Международной.
5 совет. Больше давайте работать своим подопечным самостоятельно. Не навязывайте своего мнения. Помогайте только в крайнем случае.
6 совет. Систематичность — один из важнейших принципов при занятиях и воспитании олимпийцев. Обязательно подумайте о том, чем будут ваши ученики заниматься послезавтра.
7 совет. Используйте различные методы в обучении. Помните: даже самое вкусное блюдо может набить оскомину.
8 совет. Чтобы чего-то требовать от Ваших учеников, потребуйте это от себя самого. Вы являетесь первым примером для подражания. Развивайтесь вместе с вашими учениками.
9 совет. Каждый человек — уникальная личность, но стоит помнить о команде, используйте преемственность. Подключайте к спору более младших школьников старшеклассников, пусть попытаются найти истину в общении, дискуссии.
10 совет. Напоследок: «Упорный и терпеливый увидит благоприятный конец начатого дела». Сначала кажется невозможным — потом обычным.
Арифметика
Для решения задачи нужно уметь выполнять арифметические операции, как правило, над числами с большим количеством цифр, а также операции с дробями.
ВОССТАНОВЛЕНИЕ ЗНАКОВ ДЕЙСТВИЙ
Такие задания очень часто встречаются на олимпиадах. Звучат, как правило, так: «Замените каждую из звездочек знаками арифметических действий, чтобы выполнялось равенство»
Здесь нет необходимых алгоритмов действий, нужно хорошо знать азы сложения и вычитания, а также умножения и деления.
Напомним, что знаки арифметических действий это знаки сложения, вычитания, умножения, деления и возведения в степень, а также скобок и т.п.
Бывает, что у решения несколько ответов, но достаточно записать один.
Задача 1. В записи 1 * 2 * 3 * 4 * 5 = 100 замените каждую из звездочек знаками арифметических действий и расставьте скобки так, чтобы получилось верное равенство.
Решение.В этом примере нам будет недостаточно только знаков сложения и вычитания, нужно задействовать знак умножения.
Подойдет, например, такая расстановка: 1· (2 + 3) · 4 · 5 = 100
Задача 2. Расставьте знаки сложения и вычитания между цифрами 1 2 3 4 5 6 7 8 9 так, чтобы в результате получилось число 100.
Решение. Здесь можно предложить такой вариант: 
123 – 4 – 5 – 6 – 7 + 8 – 9 = 100.
Задача 3. Пользуясь знаками арифметических действий, запишите двумя двойками наибольшее натуральное число.
Решение. Запишем с помощью двух двоек все натуральные числа. Их немного: 2 + 2 = 4, 2 : 2 = 1; 2·2 = 4; 22. Наибольшим из них является число 22. Интересно, что для его записи знаки арифметических действий вообще не понадобились.
Задача 4. В записи 9 9 9 9 9 9 9 9 поставьте знаки сложения и вычитания так, чтобы значение получившегося выражения было равно 1998.
Решение. 999 + 999 + 9 –  9  = 1998
Задача 5. Применяя знаки арифметических действий, запишите тремя двойками числа: а) 2; в) 3.
Решение. а) 2 : 2 · 2 = 2; б) 2 : 2 + 2 = 3
Задача 6. Используя знаки арифметических действий и скобки, запишите число 100: а) пятью пятерками; б) четырьмя пятерками, в) восемью пятерками
Решение. а) 5 · 5 · 5 – (5 · 5) = 100;  (5 + 5 + 5 + 5) · 5 = 100
б) (5 + 5)·(5 + 5) = 100
в) (5 · 5) + (5 · 5) + (5 · 5) + (5 · 5) = 100
Задача 7. Расставьте в левой части равенства скобки и знаки арифметических действий так, чтобы выполнялось равенство:
1) 7 7 7 7 7 7 7 7 = 700
2) 6 6 6 6 6 6 6 6 6 = 600
3) 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 = 500 
Решение. 1) 7777 : 77 · 7 - 7 = 700
2) (666 – 66) + 6 – 6 + 6 – 6  = 600
3) 44 + 44  -  44  + 4 · 4 + 4 · 4 = 500 
или  4 · 4 + 444 + 44 + 4 – 4 –  4  = 500
Задача 8. Используя знаки арифметических действий и скобки, запишите число 1000 восемью восьмерками.
Решение. (8 · 8 + 88)·8 – 8 – 8 – 8  = 1000  
или 888 + 88 + 8 + 8 + 8 = 1000
Задача 9. Между цифрами 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 расставьте знаки арифметических действий и скобки так, чтобы полученное выражение имело значение 100.
Решение.1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 · 9 = 100
Задачи для самостоятельного  решения
№ 1. Автобусный билет будем считать счастливым, если между его цифрами можно в нужных местах расставить знаки четырех арифметических действий и скобки так, чтобы значение полученного выражения равнялось 100. Является ли счастливым билет № 123456?
№ 2. Выразите числа 5, 30 и 55, используя четыре цифры 5, знаки арифметических действий и скобки.
№ 3. Задуманное число добавили к числу, большему его на единицу. Затем из суммы вычли число, на единицу меньшее задуманного. В итоге получилось 23. Какое число было задумано?
№ 4. Какое наименьшее 10-значное число можно получить, по-разному записывая шесть чисел 315, 41, 6, 7, 63 и 2 одно за другим?
№ 5. Девочка заменила каждую букву в своём имени её номером в русском алфавите и получила 2011533. Как её зовут?
№ 6. Вычислите 201220122012 · 2013 – 201320132013 · 2012.
№ 7. Между некоторыми цифрами числа 1234567893 расставьте знаки арифметических действий так, чтобы значение полученного выражения равнялось 2013. 
№ 8. Три Уникума решили перекусить вместе, для этого один из них дал три бутерброда, второй – четыре бутерброда, а третий внёс 70 руб. Сколько из этих денег должен взять первый и сколько – второй Уникум, чтобы затраты всех трёх Уникумов были равными? Будем считать все бутерброды одинаковыми, Уникумы поделили их поровну. 
№ 9. Восстановите пример *71 · * = 20*3. Вместо знака звездочки * может стоять любая цифра. Укажите все возможные варианты. 
№ 10. Среднее арифметическое шести чисел равно 17. После того, как одно из шести чисел удалили, среднее арифметическое оставшихся пяти чисел оказалось равно 19.Чему было равно удалённое число?
№ 11. Расставьте знаки сложения и вычитания между цифрами 1 2 3 4 5 6 7 8 9 так, чтобы в результате получилось число 100.
№ 12. Пользуясь знаками арифметических действий, запишите двумя двойками наибольшее натуральное число.
Решения, ключи и ответы к заданиям
№ 1. 1 + (2 + 3 + 4)·(5 + 6) = 100. Есть и другие решения 
№ 2. 5 = 5 + (5 - 5) · 5
        30 = 5  · (5 + 5 : 5)
        55 = 5 · 55 : 5
№ 3. Пусть x - задуманное число.
(x + (x + 1)) - (x - 1) = 34
x + 2 = 34
x = 32 
Ответ: было задумано число 32 .
№ 4. 2315416367
№ 5. Поскольку буквы с номером 0 не бывает и пробела в имени тоже, то первая буква не вторая, то есть Б, а 20-я.
A -1; Б-2; В-3; Г-4; Д-5; Е-6; Ё-7; Ж-8; З-9; И-10; Й-11; К-12; Л-13; М-14; Н-15; О-16; П-17; Р-18; С-19; Т-20; У- 21; Ф-22; Х-23;Ц-24; Ч-25; Ш-26; Щ-27; Ъ-28; Ы-29; Ь-30; Э-31;Ю-32; Я-33. 
20 – Т
1 - а 
15 - н 
33 - я
Ответ: Таня.
№ 6. 201220122012 · 2013 – 201320132013 · 2012 =
= 2013 · 2012 · (100010001 – 100010001) = 0. 
№ 7. Ответ: 1 + 2345 – 6 · 7 · 8 + 9 : 3 = 2013. 
№ 8. 1) 3 · 70 = 210 руб. – стоимость всех 7 бутербродов. 
        2) 210 : 7 = 30 руб. – стоимость одного бутерброда. 
        3) 3 · 30 – 70 = 20 руб. – должен взять первый Уникум. 
        4) 4 · 30 – 70 = 50 руб. – должен взять второй Уникум. 
Ответ: 20 руб. – первый, 50 руб. – второй.
№ 9. Ответ: 671 · 3 = 2013.
№ 10. Сумма оставшихся пяти чисел может быть найдена как 19 ⋅ 5 = 45.
Первоначальная сумма чисел была равна 17 ⋅ 6 = 102.
Значит, искомое число 102 – 45 = 57.
№ 11. Здесь можно предложить такой вариант: 123 - 4 - 5 - 6 - 7 + 8 - 9 = 100.
№ 12. Запишем с помощью двух двоек все натуральные числа. Их немного:
2 + 2 = 4, 2 - 2 = 4, 2 · 2 = 4, 22.
Наибольшим из них является число 22. Интересно, что для его записи знаки арифметических действий вообще не понадобились.
Математические ребусы
Математическими ребусами называют задания на восстановление записей вычислений. Условие математического ребуса содержит либо целиком зашифрованную запись (цифры заменены буквами), либо только часть записи(стертые цифры заменены точками).
Например «Три + три + три = дыра»
В этом ребусе все цифры заменили на буквы, при наличии одинаковых цифр использовали одинаковые буквы.
 Или  5*36 + 1** = *347. Здесь потеряны некоторые числа.
Восстановите поврежденные записи арифметических действий
Вариант А      Вариант Б
   **                              **
+                            +
     *                              **
-----                           -----
 **8                             *98 
Рассматривая данную разновидность ребусов, нужно обратить свое внимание на то, что сумма двузначного и однозначного чисел является трехзначным числом, поэтому первая цифра в сумме будет 1. А число 1*8 может получиться только в сумме наибольшего двузначного числа и наибольшего однозначного. Аналогично во втором случае, сумма равна 198. А так как слагаемые двузначные числа и самое большое двузначное число будет 99, то решением будет 99 + 99 = 198.
Задача 1. Докажите, что ребус: ЗАДАЧА + ЗАДАЧА = ТУРНИР не имеет решений.
Решение. Сложение А + А должно быть выполнено в трех различных разрядах, при этом результаты записываются тремя различными буквами У, Н и Р. Но это невозможно, так как А + А может принимать только два разных значения эта сумма является либо некоторым четным числом (если нет переноса из предыдущего разряда), либо следующим за ним нечетным (если есть перенос единицы из предыдущего разряда). Переноса двух единиц быть не может.
Задача 2. Восстановите запись:  КВ·КВ = КСС.
Решение. Давайте подумаем: когда произведение КВ·КВ начинается той же цифрой А, что и число АВ? Это возможно только при А = 1.
А когда такое произведение оканчивается двумя одинаковыми цифрами? Это возможно в двух случаях:
10·10 = 100, 12·12 = 144. Но первый вариант отпадает, так как тогда В = С = 0, а разные буквы должны обозначать разные цифры.
Ответ: 12·12 = 144
Задача 3. Решите ребус:
  КОКА
                                                 +КОЛА
-----------
  ВОДА
Решение. В последнем столбце стоит одна и та же цифра "А". И она может равняться только нулю (Так как все другие цифры при сложении будут отличаться). А теперь обратим внимание на второй столбец: в нем аналогичное положение с цифрой "О"  Отсюда "О" равна нулю или 9. "О" не может равняться нулю, так нуль обозначается в данном ребусе как "А" остается "О" = 9 (9 + 9 = 18 +1 десяток из третьего столбика 9 + 9 +1 = 19). Для нахождения "К" рассмотрим первый столбец. Очевидно, "К"отлична от нуля и не превосходит 4(так как 5+5 дает уже 10 – двузначное число) Тогда «К» принимает одно из значений 1, 2, 3, 4. и у нас получается четыре случая.
1) Пусть "К" =1.
Получаем, что в третьем столбце Л = 9, поскольку во втором столбце должно быть 9 + 9 + 1 = 19. Но тогда Д = 0, а это невозможно.
2) Пусть "К" = 2.
Подставим в ребус значения "К"= 2, "А" = 0, "О" = 9.
  2920
+29Л0
  В9Д0.
Из третьего столбца
2 + "Л" =10 + "Д", "Л" = 8 + "Д".
Отсюда "Д" = 0 или "Д" = 1, соответственно "Л" = 8 или "Л" = 9. Но обе эти возможности исключаются.
3) Пусть "К" = 3.
Получаем:
   3930
+39Л0
  В9Д0.
Тогда 3 +"Л" =10 +"Д", "Л" = 7 +"Д", а значит, "Д" = 1, "Л" = 8. Кроме того, "В" = 7.
4) Пусть "К" = 4.
Следовательно, В = 9. Но последнее невозможно. Итак, решение получается только в третьем случае.
Ответ: 3930 + 3980 = 7910
Задачи для самостоятельного  решения
№ 1. Решите ребус: си · си = соль
№ 2. Решите ребус:
  ДРАМА
+ДРАМА
   ТЕАТР
№ 3. Решите ребус:
  КОШКА
+КОШКА
+КОШКА
 СОБАКА
№ 4. Восстановите запись: ТОРГ – Г = ГРОТ
№ 5. Решите ребус:
      ГОРА
+ОГОНЬ
 ВУЛКАН
№ 6. ЧАЙ : АЙ = 5
№ 7.
   КАКОЕ
+ ЧИСЛО
               В
   ОТВЕТЕ
Решения, ключи и ответы к заданиям
№ 1. Основание квадрата и сам квадрат начинаются с одной и той же буквы "С". Это возможно только при "С" = 1 и "С" = 9. (Смотри таблицу квадратов)
Но первый вариант отпадает, так как в этом случае квадрат числа "СИ" трехзначен. Остается "С" = 9.
Найдем цифру "И". Минимальное значение "И", при котором квадрат числа 9И начинается с цифры 9, есть "И" = 5 : 952 = 9025, но в этом случае "И" = "Ь", что невозможно.
Проверим еще случаи "СИ"= 96,"СИ"= 97 и "СИ"= 98. Подходит только "СИ"= 98.
Ответ: 98 • 98 = 9604
№ 2. Очевидно, Д < 4. В разряде тысяч имеем А + А = А, значит, А = 0 (без перехода) или А = 9 (с переходом). Значение А = 0 не подходит, так как в разряде единиц А + А = Р (получаем А = Р = 0). Значит, А = 9, Р= 8, Е = 7. Тогда 2М + 1 =10 + Т, Т < 9, значит, М = 5 или 6 (так как получается переход), а значения 7 и 8 уже заняты буквами Е и Р. При М = 6 получается решение:
18969
+
18969
---------
37938
№ 3. Так как КА +КА +КА оканчивается на КА, то КА = 50, а значит, К = 5, А = 0. Так как Ш + Ш + Ш + 1 оканчивается на 0, то Ш = 3. Так как сумма трех чисел, начинающихся на 5, может начинаться лишь с 1, то С = 1. Рассматривая варианты для О, получаем, что О = 6 или О = 7, а значит, Б = 9 или Б = 2. Итак, получаем два варианта решения:
56350
+
56350
+
56350
----------
169050
или 
57350
+
57350
+
57350
----------
172050
№ 4. Цифра "Т" является цифрой единиц квадрата числа "Г". Следовательно, "Т" может принимать значения 0, 1, 4, 5, 6 и 9. Но значения "Т" = 0 и "Т" = 5 нужно сразу отбросить. Разберем остальные четыре возможности. При этом нужно учитывать, что на основании условия "Г" > "Т".
1) Пусть "Т" = 1.Тогда  "Г" = 9. Для нахождения "О" и "Р" подставим в ребус значения "Т" = 1, "Г" = 9:
1ОР9 - 9 = 9РО1.
Развернем это равенство, заменяя четырехзначные числа их разложениями по степеням 10:
(1000 + 100 • "О" + 10 • "Р" + 9) • 9 = 9000 + 100 • "Р" + "О" + 1,
9000 + 900 • "О" + 90 • "Р" + 81 = 9001 + 100 • "Р" + 10 + "О",
890 - 0 + 80 = ЮР, Р = 89 - О + 8.
Отсюда "О" равно нулю, а "Р". — 8. Получаем: 1089 • 9 = 9801.
2) Пусть "Т" = 4.
Тогда "Г" = 2 или "Г" = 8. Но "Г" = 2 исключается, поскольку "Г" должно быть большим, чем "Т", а при "Г" = 8 будем иметь:
4ОР8 • 8 = 8РО4.
Последнее равенство невозможно, так как его левая часть — число пятизначное, а правая — четырехзначное.
3) Пусть "Т" = 6.
В этом случае "Г" = 4. Получилось, что "Г" < "Т", что невозможно.
4) Пусть "Т" = 9. Тогда  "Г" = 3 или  "Г" = 7, а это также исключается.
Ответ: 1089 - 9 = 9801.
№ 5. Три цифры можно найти сразу:
"В" =1, "У" = 0, "О" = 9.
Найдем цифру "К". Так как она получается при сложении 9 с 9 и, разумеется, отлична от 9, то "К" = 8.
Дальнейшее решение сводится к восстановлению записи:
     Г9РА
+ 9Г9НБ
10Л8АН
Отсюда РА+НЬ = АН,  Г + Г+1=Л + 10, 2Г = Л + 9.
Из последнего равенства следует, что цифра "Л" нечетна. Кроме того, она отлична от 1 и 9. Тогда она может принимать значения 3, 5 и 7.
1) Пусть "Л" = 3.
Значит,  "Г" = 6.
Теперь присмотримся к равенству
   РА
+ НЬ
  АН
Мы уже использовали цифры 0, 1, 3, 6, 8, 9. Следовательно, для цифр "Р", "А", "Н" и "Ь" остались значения 2, 4, 5 и 7.
Из последнего равенства видно, что значение 7 может принимать только цифра "А". Тогда "Р" = 2, "Н" = 4 или "Р" = 4, "Н" = 2, а значит, "Ь" = 5. Но так как из последнего столбца "Н" = 2, то выполняется только вторая возможность: "Р" = 4, "Н" = 2. Получим: 20
6947 + 96925 = 103872.
2) Пусть "Л" = 5. В этом случае "Г" = 7.Тогда цифры "Р", "А", "Н" и "Ь"из последнего ребуса принимают значения 2, 3, 5 и 6.
При этом "А" = 6. Но если "Ь" принимает значение 2, 3 или 4, то сумма "А" + "Ь" второго столбца равна соответственно 8, 9 или 10, что невозможно.
3) Пусть "Л" = 7.Тогда "Г" = 8. Получилось, что "К" = "Г". Следовательно, этот случай также невозможен.
Ответ: 6947 + 96925 = 103872
№ 6. Для его решения лучше перейти от деления к умножению: 5*АЙ = ЧАЙ, значит Ч*100 + АЙ =АЙ*5 и тогда Ч*25 = АЙ. Так как АЙ – двузначное, то Ч = 1,2,3. Для каждого Ч находим решение: 125, 250, 375. Итак, получаем три решения:
125 : 25 = 5
250 : 50 = 5
375 : 75 = 5
№ 7. Получаем: 34316 + 75281 + 9 = 109606
Чётность/нечётность
Четные числа – это те, которые делятся на 2 без остатка (например, 2, 4, 6 и т.п.). Каждое такое число можно записать в виде 2K, подобрав подходящее целое K (например, 4 = 2 · 2, 6 = 2 · 3, и т.д.).
Нечетные числа - это те, которые при делении на 2 дают в остатке 1 (например, 1, 3, 5 и т.п.). Каждое такое число можно записать в виде 2K + 1, подобрав подходящее целое K (например, 3 = 2 · 1 + 1, 5 = 2 · 2 + 1, и т.д.).
Сложение и вычитание:
Чётное ± Чётное = Чётное
Чётное ± Нечётное = Нечётное
Нечётное ± Чётное = Нечётное
Нечётное ± Нечётное = Чётное
Умножение:
Чётное × Чётное = Чётное
Чётное × Нечётное = Чётное
Нечётное × Нечётное = Нечётное
Деление:
Чётное / Чётное — однозначно судить о чётности результата невозможно (если результат целое число, то оно может быть как чётным, так и нечётным)
Чётное / Нечётное --- если результат целое число, то оно Чётное
Нечётное / Чётное — результат не может быть целым числом, а соответственно обладать атрибутами чётности
Нечётное / Нечётное ---если результат целое число, то оно Нечётное
Сумма любого числа четных чисел – четно.
Сумма нечетного числа нечетных чисел – нечетно.
Сумма четного числа нечетных чисел – четно.
Разность двух чисел имеет ту же четность, что и их сумма. 
(например, 2+3=5 и 2-3=-1 оба нечетны)
Алгебраическая (со знаками + или -) сумма целых чисел имеет ту же четность, что и их сумма (например, 2-7+(-4)-(-3) = -6 и 2+7+(-4)+(-3)=2 оба четны).

А теперь основные идеи четности: (!) Все эти идеи можно на олимпиаде вставлять в текст решения задачи.
1. Если в некоторой замкнутой цепочке чередуются объекты двух видов, то их четное число (и каждого вида поровну).
2. Если в некоторой цепочке чередуются объекты двух видов, а начало и конец цепочки разных видов, то в ней четное число объектов, если начало и конец одного вида, то нечетное число (четное число объектов соответствует нечетному числу переходов между ними и наоборот !)
2'. Если у объекта чередуются два возможных состояния, а исходное и конечное состояния различны, то периодов пребывания объекта в том или ином состоянии - четное число, если исходное и конечное состояния совпадают - то нечетное. 
3. Обратно: по четности длины чередующийся цепочке можно узнать, одного или разных видов ее начало и конец.
3'. Обратно: по числу периодов пребывания объекта в одном из двух возможных чередующихся состояний можно узнать, совпадает ли начальное состояние с конечным. 
4. Если  любые предметы можно разбить на пары, то их количество четно.
5. Если нечетное число предметов почему-то удалось разбить на пары, то какой-то из них будет парой к самому себе, причем такой предмет может быть не один (но их всегда нечетное число).
(!) Все эти соображения можно на олимпиаде вставлять в текст решения задачи, как очевидные утверждения.
Задача 1. Кузнечик прыгал вдоль прямой и вернулся в исходную точку (длина прыжка 1 м). Докажите, что он сделал чётное число прыжков. 
Решение. Поскольку кузнечик вернулся в исходную точку, количество прыжков вправо равно количеству прыжков влево, поэтому общее количество прыжков чётно. 
Задача 2. Существует ли замкнутая 7- звенная ломаная, которая пересекает каждое свое звено ровно один раз? 
Решение. Допустим, что существует. Тогда пересекающиеся звенья образуют пары. Следовательно, количество звеньев должно быть чётным. Противоречие. 
Задача 3. У марсиан бывает произвольное число рук. Однажды все марсиане взялись за руки так, что свободных рук не осталось. Докажите, что число марсиан, у которых нечетное число рук, четно. 
Решение. Назовём марсиан с чётным числом рук чётными, а с нечётным – нечётными. Поскольку руки образуют пары, то общее число рук четно. Общее число рук у чётных марсиан чётно, поэтому общее число рук у нечётных марсиан тоже чётно. Следовательно, число нечётных марсиан чётно.
Задачи для самостоятельного  решения
№ 1. Можно ли разменять 25 рублей десятью купюрами достоинством 1, 3 и 5 рублей? 
№ 2. Девять шестеренок зацеплены по кругу: первая со второй, вторая с третьей и т. д., девятая с первой. Могут ли они вращаться? А если шестеренок n? 
№ 3. В ряд выписаны числа от 1 до 10. Можно ли расставить между ними знаки + и -, чтобы получилось выражение, равное нулю?
№ 4. Имеется тетрадь 96 листов с пронумерованными страницами. Петя вырывает 25 листов произвольным образом. Считает сумму чисел номеров страниц и получает 2010. Докажите, что он хулиган и не умеет считать.
№ 5. В магическом квадрате суммы чисел в каждой строке, в каждом столбце и на обеих диагоналях равны. Можно ли составить магический квадрат 6×6 из первых 36 простых чисел? Число называется простым, если у него ровно два делителя: единица и само число.
№ 6. Существуют ли такие натуральные числа a и b, что аb(a+5b)=20092009?
№ 7. У Антоши  было 5 плиток шоколада . Может ли Антоша, поделив каждую плитку на 9, 15 или 25 кусочков, получить всего 100 кусков шоколада?
№ 8. В пятиэтажном доме с четырьмя подъездами подсчитали число жителей на каждом этаже и, кроме того, в каждом подъезде. Могут ли все полученные 9 чисел быть нечетными?
№ 9. На вешалке висят 20 платков. 17 девочек по очереди подходят к вешалке и либо снимают, либо вешают платок. Может ли после ухода девочек остаться ровно 10 платков?
№ 10. На листе бумаги написано число 11. Шестнадцать учеников передают листок друг другу, и каждый прибавляет к числу или отнимает от него единицу – как хочет. Может ли в результате получиться число 0?
Решения, ключи и ответы к заданиям
№ 1. Нет, нельзя. Достоинства всех купюр - нечетные числа, а сумма 8 нечетных чисел - четная (п.2). Поэтому она не может равняться 25.
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№ 2. Нет, не могут. Если бы они могли вращаться, то в замкнутой цепочке чередовалось бы два вида шестеренок: вращающиеся по часовой стрелке и против часовой стрелки (для решения задачи не имеет никакого значения, в каком именно направлении вращается первая шестеренка !) Тогда всего должно быть четное число шестеренок, а их 9 штук?! ч.и.т.д. (знак "?!" означает получение противоречия).
№ 3. Нет, нельзя. Четность полученного выражения всегда будет совпадать с четностью суммы 1+2+...+10=55, т.е. сумма всегда будет нечетной. А 0 - четное число?! ч.т.д.
№ 4. Сумма чисел на одном листе нечетна. Так как четное + нечетное = нечетное. Сумма 25 нечетных чисел будет нечетна, а у Пети 2010 – четное.
№ 5. Пусть первые девять простых чисел как-то расставлены в клетках квадрата. Среди них есть ровно одно четное число — 2. Сумма чисел в строке, содержащей двойку, четная (сумма двух нечетных и одного четного чисел). В строках, не содержащих двойку, сумма чисел нечетна, следовательно, суммы чисел в каких-то двух строках разные, и получить магический квадрат нельзя.
№ 6. Пусть первые девять простых чисел как-то расставлены в клетках квадрата. Среди них есть ровно одно четное число — 2. Сумма чисел в строке, содержащей двойку, четная (сумма двух нечетных и одного четного чисел). В строках, не содержащих двойку, сумма чисел нечетна, следовательно, суммы чисел в каких-то двух строках разные, и получить магический квадрат нельзя.
№ 7. Нет, т.к. если сложить 5 нечетных чисел, получим нечетный результат. А 100 четно.
№ 8. Обозначим число жителей на этажах соответственно через a1 a2 a3 а4, a5, a число жителей в подъездах соответственно через b1 b2 b3 b4. Тогда общее число жителей дома можно подсчитать двумя способами — по этажам и по подъездам: а1 + а2 + а3 + а4 + а5 = b1, + b2 + b3 + b4. Если бы все эти 9 чисел были нечетными, то сумма в левой части записанного равенства была бы нечетной, а сумма в правой части — четной. Следовательно, это невозможно.
№ 9. После подхода первой девочки количество оставшихся платков либо 19, либо 21 (нечетное количество); после подхода второй девочки – либо 18, либо 20, либо 22 (четное количество); после подхода третьей девочки – либо 17, либо 21, либо 23, либо 19 (нечетное количество). После подхода 17 девочки остается нечетное количество платков. Получается противоречие. Значит, 10 платков остаться не может.
№ 10. Нужно предложить выполнить эту операцию учащимся (результат каждого хода записывается на доске), заметить закономерность: после каждого хода характер четности меняется: после первого ученика число становится четным, после второго нечетным; после третьего – четным; после четвертого – нечетным. Тогда после шестнадцатого число будет нечетным. Поэтому нуль в конце получиться не может.
Принцип Дирихле
Рассмотрим пример. В классе 34 ученика. Докажите, что среди них обязательно найдутся, по крайней мере, два ученика, у которых фамилия начинается с одной буквы.
Доказательство простое. В русском языке алфавит содержит 33 буквы. Предположим, что нет таких учеников, у которых бы фамилия начиналась с одной буквы. Тогда учеников должно быть не более 33, а их 34.
Логический прием, который был использован при решении этой задачи, называется принципом Дирихле. Дирихле Петер Август Лежен (1805-1859) – немецкий математик, иностранный член Петербургской  Академии наук, член многих академий. Дирихле –автор многих достижений в области математики, одна из его заслуг – принцип доказательства, названный его именем.
Существует несколько формулировок этого принципа. Самая популярная следующая: «Если в п клетках сидят т зайцев, причем т > п, то хотя бы в одной клетке сидят, по крайней мере, два зайца»
Например, если 4 кролика разместить в 3 клетках, то найдется хотя бы одна клетка, в которой будет не менее 2 кроликов. Предположим, что не существует клетки, где сидят два кролика. Тогда в трех клетках окажется не более 3 кроликов, а их 4 – противоречие.
Запишем принцип Дирихле: если по N разложить предметы, число которых  M больше N, то найдется ящик, в котором будет находится больше одного предмета.
На первый взгляд непонятно, почему это совершенно очевидное предложение, тем не менее, является мощным математическим методом решения задач, причем, самых разнообразных. Дело в том, что в каждой конкретной задаче нелегко понять, что же здесь выступает в роли «предметов», а что – в роли «ящиков».
Вернемся к первой задаче. Что в ней предметы? (ученики, M = 34). Что в ней ящики? (количество букв в алфавите, N = 33). M > N, то по принципу Дирихле хотя бы на одну букву будет приходиться две фамилии.
Вернемся ко второй задаче. Что в ней предметы? (кролики, M= 4). Что в ней ящики? (клетки, N = 3) M > N, то по принципу Дирихле хотя бы в одной клетке окажется два кролика.
1 тип  «Сколько нужно взять?..»
Задача 1. В мешке лежат шарики двух разных цветов. Какое наименьшее  число шариков нужно вынуть из мешка, чтобы среди них обязательно оказались два шарика одного цвета?
Решение. Здесь роль предметов играют шарики (М=?), роль ящиков – цвета (N=2).Чтобы  M>N, т.е. в одном  ящике  оказалось два предмета, их должно быть больше двух, т.е. М=3.
Задача 2. В коробке лежат карандаши: 7 красных и 5 синих. В темноте берут карандаши. Сколько карандашей надо взять, чтобы среди них было не менее 2 красных и не менее 3 синих?
Решение. Если предположить, что сначала будут попадаться только красные карандаши, то для того, чтобы было 3 синих, нужно взять 7(красные)+3(N)=10. Это «худший» вариант развития событий, т.к. красных карандашей больше.
Задача 3. В мешке лежат 10 черных и 10 белых шаров. Они тщательно перемешаны и неразличимы на ощупь. Какое наименьшее количество шаров нужно вынуть из мешка, чтобы среди них наверняка оказались два шара 1) одного цвета, 2) разного цвета, 3) белого цвета.
Решение. 1) Если предположить, что предметы – шарики, которые нужно взять 
(М=?), а количество ящиков – цвета  N=2, то по принципу Дирихле М=3.
2) Если предположить, что сначала будут попадаться шары только одного цвета, то  N=10,следовательно, М=11.
3) Если предположить, что все время будут попадаться шары черного  цвета, то М=12.
 
2 тип «Докажите, что найдутся двое...»
Задача 1. При каком наименьшем количестве учеников школы среди них обязательно найдутся двое, у которых день и месяц рождения совпадают?
Решение. Дней в году N = 365 или 366, то принципу Дирихле М = 366 или 367.
Задача 2. В лесу растет миллион елок. Известно, что на каждой из них не более 600 000 иголок. Докажите, что в лесу найдутся хотя бы две елки с одинаковым числом иголок.
Решение. Если предположить, что у всех елок разное количество иголок, то таких елок 600 000 (это ящики, N= 600 000), а по условию елок 1000 000=М, то М>N, по принципу Дирихле найдутся хотя бы две елки «в одном ящике», т.е. с одинаковым количеством иголок.
Задача 3. В городе Санкт-Петербурге живет более 4 млн. человек. Докажите, что у каких-то двух из них одинаковое количество волос на голове, если известно, что у любого человека на голове  не более миллиона волос.
Решение. Если предположить, что у всех людей разное количество волос, то таких людей N=1000 000 (ящики),  а по условию людей М=4 000 000. М > N, то по принципу Дирихле найдутся хотя бы два человека в одинаковым количеством волос.
3 тип. Обобщенный принцип Дирихле: если по N ящикам разложить предметы, число которых М больше, чем N (где к – натуральное число), то найдется ящик, в котором находятся более к предметов.
Задача 1. В магазин привезли 25 ящиков с яблоками трех сортов, причем в каждом ящике лежали яблоки какого-то одного сорта. Можно ли найти 9 ящиков с яблоками одного сорта?
Решение. 25:3=8 (ост.1). 25=8·3+1. к=3, N=8, M>N, то принципу Дирихле найдутся хотя бы один ящик, в котором находятся более, чем к=3 предметов, т.е. 4 предмета.
Задача 2. На площадке 20 собак восьми разных пород. Докажите, что среди них есть не менее трех собак одной породы.
Решение. 20:8=2(ост. 4), 20=8·2+4. к=2,N=8, М>N, то по принципу Дирихле найдутся хотя бы три собаки одной породы.
Задача 3. В классе 27 учеников. Найдется ли месяц, в котором отмечают свои дни рождения не меньше, чем три ученика этого класса?
Решение. В году 12 месяцев. 27:12=2(ост.3), 27=12·2+3. к=2, N=12, M>N, то по принципу Дирихле найдутся хотя бы три ученика, у которых дни рождения в одном месяце.
Задачи для самостоятельного  решения
№ 1. В стране Курляндии m футбольных команд (по 11 футболистов в каждой). Все футболисты собрались в аэропорту для поездки в другую страну на ответственный матч. Самолет сделал 10 рейсов, перевозя каждый раз по m пассажиров. Еще один футболист прилетел к месту предстоящего матча на вертолете. Докажите, что хотя бы одна команда была целиком доставлена в другую страну.
№ 2. Дано 8 различных натуральных чисел, не больших 15. Докажите, что среди их положительных попарных разностей есть три одинаковых.
№ 3. Докажите, что в любой компании из 5 человек есть двое, имеющие одинаковое число знакомых в этой компании.
№ 4. Несколько футбольных команд проводят турнир в один круг. Докажите, что в любой момент турнира найдутся две команды, сыгравшие к этому моменту одинаковое число матчей.
№ 5. 10 школьников на олимпиаде решили 35 задач, причем известно, что среди них есть школьники, решившие ровно одну задачу, школьники, решившие ровно две задачи и школьники, решившие ровно три задачи. Докажите, что есть школьник, решивший не менее пяти задач.
№ 6. 10 школьников на олимпиаде решили 35 задач, причем известно, что среди них есть школьники, решившие ровно одну задачу, школьники, решившие ровно две задачи и школьники, решившие ровно три задачи. Докажите, что есть школьник, решивший не менее пяти задач.
№ 7. Какое наибольшее число королей можно поставить на шахматной доске так, чтобы никакие два из них не били друг друга?
№ 8. Докажите, что равносторонний треугольник нельзя покрыть двумя меньшими равносторонними треугольниками.
№ 9. В квадрат со стороной 1 метр бросили 51 точку. Докажите, что какие-то три из них можно накрыть квадратом со стороной 20 см.
№ 10. Пятеро молодых рабочих получили на всех зарплату – 1500 рублей. Каждый из них хочет купить себе магнитофон ценой 320 рублей. Докажите, что кому-то из них придется подождать с покупкой до следующей зарплаты.
№ 11. Докажите, что среди чисел, записываемых только единицами, есть число, которое делится на 1987.
№ 12. В клетках таблицы 3 ? 3 расставлены числа  – 1, 0, 1. Докажите, что какие-то две из 8 сумм по всем строкам, всем столбцам и двум главным диагоналям будут равны.
№ 13. Сто человек сидят за круглым столом, причем более половины из них – мужчины. Докажите, что какие-то два мужчины сидят друг напротив друга.
№ 14. 15 мальчиков собрали 100 орехов. Докажите, что какие-то два из них собрали одинаковое число орехов.
№ 15. Дано 11 различных натуральных чисел, не больших 20. Докажите, что из них можно выбрать два числа, одно из которых делится на другое.
№ 16. Докажите, что среди любых 10 целых чисел найдется несколько, сумма которых делится на 10.
№ 17. На складе имеется по 200 сапог 41, 42 и 43 размеров, причем среди этих 600 сапог 300 левых и 300 правых. Докажите, что из них можно составить не менее 100 годных пар обуви.
№ 18. На клетчатой плоскости дано 5 произвольных узлов сетки. Докажите, что середина одного из отрезков, соединяющих какие-то две из этих точек, также является узлом сетки.
№ 19. Докажите, что среди любых 6 человек есть либо трое попарно знакомых, либо трое попарно незнакомых.
Решения, ключи и ответы к заданиям
№ 1. Так как перевезено всего 10m + 1 футболистов, то, рассадив их по клеткам-командам, получаем, что в какой-то клетке сидит 11 футболистов.
№ 2. Различных разностей может быть 14 – от 1 до 14 – это те 14 клеток, в которые мы будем сажать кроликов. Кто же будет нашими кроликами? Ими, конечно, должны быть разности между парами данных нам натуральных чисел. Однако имеется 28 пар и их можно рассадить по 14 клеткам так, что в каждой клетке будет сидеть ровно два «кролика» (и значит, в каждой меньше трех). Здесь надо использовать дополнительное соображение: в клетке с номером 14 может сидеть не более одного кролика, ведь число 14 можно записать как разность двух натуральных чисел, не превосходящих 15, лишь одним способом: 14 = 15 – 1. Значит, в оставшихся 13 клетках сидят не менее 27 кроликов, и применение обобщенного принципа Дирихле дает нам желаемый результат.
№ 3. Вариантов числа знакомых всего 5: от 0 до 4. Осталось заметить, что если у кого-то 4 знакомых, то ни у кого не может быть 0 знакомых.
№ 4. Пусть всего команд n. Тогда вариантов числа команд, с которыми сыграла данная команда n: от 0 до n – 1. Осталось заметить, что если одна команда сыграла со всеми n – 1-й, то никакая другая команда не могла ни с кем не сыграть.
№ 5. Из условий следует, что найдутся 7 школьников, решивших 35 – 6 = 29 задач. Так как 29 = 4 · 7 + 1, то найдется школьник, решивший не менее пяти задач.
№ 6. Из условий следует, что найдутся 7 школьников, решивших 35 – 6 = 29 задач. Так как 29 = 4 · 7 + 1, то найдется школьник, решивший не менее пяти задач.
№ 7. Ответ: 16 королей. Разобьем доску на 16 квадратиков, в каждом может быть не более одного короля.
№ 8. Каждый из меньших треугольников не может накрывать более одной вершины большого треугольника.
№ 9. Разобьем наш квадрат на 25 квадратов со стороной 20 см. По обобщенному принципу Дирихле, в какой-то из них попадет по крайней мере три точки из 51 брошенной.
№ 10. Если бы каждый из рабочих мог купить магнитофон, то у них в сумме было бы не менее 5 · 320 = 1600 рублей.
№ 11. Рассмотрим 1988 чисел-«кроликов» 1, 11, 111, …, 111 … 11 (1988 единиц) и посадим их в 1987 клеток с номерами 0, 1, 2, …, 1986 – каждое число попадает в клетку с номером, равным остатку от деления этого числа на 1987. Тогда (по принципу Дирихле) найдутся два числа, которые имеют одинаковые остатки при делении на 1987. Пусть это числа 11 … 11 (m единиц) и 11 … 11 (n единиц), причем m > n. Но их разность, которая делится на 1987, равна 11 … 1100 … 00 (m – n единиц и n нулей). Сократим все нули – ведь они не имеют никакого отношения к делимости на 1987 – и получим число из одних единиц, которое делится на 1987.
№ 12. Эти суммы могут принимать лишь 7 разных значений: от  – 3 до 3.
№ 13. Разобьем всех людей на 50 пар так, что в каждой паре – два человека, сидящих друг напротив друга. Ясно, что в одной из этих пар-«клеток» оба человека – мужчины.
№ 14. Если это не так, то, очевидно, что мальчики собрали не менее, чем 
0 + 1 + 2 +  …  + 14 = 105 орехов – противоречие.
№ 15. Разбейте числа от 1 до 20 на 10 наборов, в каждом из которых в любой паре чисел одно делится на другое: 11, 13, 15, 17, 19, 1, 2, 4, 8, 16, 3, 6, 12, 5, 10, 20, 7, 14, 9, 18.
№ 16. Рассмотрите 10 сумм: x1, x1 + x2, …, x1 + x2 +  …  + x10 и их остатки при делении на 10.
№ 17. В каждом размере каких-то сапог меньше: правых или левых. Выпишем эти типы сапог по размерам. Какой-то тип, например, левый, повторится по крайней мере дважды, например, в 41 и 42 размерах. Но так как количество левых сапог в этих размерах суммарно не меньше 100 (почему?), то мы имеем не менее 100 годных пар обуви в этих размерах.
№ 18. Рассмотрите координаты этих точек и их остатки при делении на 2.
№ 19. У данного человека среди остальных пяти есть либо не менее трех знакомых, либо не менее трех незнакомых ему. Разберем, например, первый случай. Среди этих трех людей есть либо двое знакомых – тогда они вместе с выбранным нами исходно человеком образуют нужную тройку, либо они все трое попарно незнакомы.
Игры и стратегии
Игры и стратегии – отдельный класс математических задач. При этом в условии оговорены правила игры. Нужно показать, какой из игроков имеет возможность выиграть независимо от ходов соперника.
Наиболее общая проблема у начинающих - понять, "что вообще от нас хотят", какие рассуждения являются правильным решением задачи, а какие - нет.
Обычно предполагается, что играют двое, делая ходы по очереди (пропускать свой ход нельзя!), а в задаче спрашивают "кто выиграет при правильной игре?" Стандартная ошибка, по сути - понимать слова "при правильной игре" так, как будто оба противника играют оптимальным для себя образом (тем более, что решающий задачу часто неправильно понимает, что такое "оптимальным образом"!). Тогда придумывается выигрышная стратегия, дающая ответ только на оптимальный ход противника (обычно еще "оптимальным" считается такой ход, когда противник следует придуманной нами же стратегии - хотя для другого игрока такая стратегия может быть, наоборот, совсем никудышной!!!). На самом деле, надо уметь придумывать ответ на любой ход противника. Обычно правильная стратегия не имеет случаев разной сложности, а с одинаковой легкостью находит достойный ответ на любой ход!
Основные методы решения игровых задач
Для решения игровой задачи нужно уметь правильно записать его. И эта запись зависит от того, кто выигрывает в данной игре. Поэтому сначала рассмотрим общие правила записи решения игровых задач. Так как же правильно записать решение игровой задачи?
Вообще говоря, это зависит от того, кто выиграет, так как у начинающего есть возможность сделать первый ход, который не зависит от хода соперника.
Итак, если выиграет первый, тогда в решении игровой задачи нужно записать:
1. Его первый ход;
2. Алгоритм его ходов в ответ на каждый ход соперника, т. е. стратегию победы;
3. Показать, что у него найдется независимо от хода соперника возможность сделать ход, т. е. его последний ход будет победным.
Если же выиграет второй, тогда в решение нужно записать:
1. Алгоритм его ходов в ответ на каждый ход соперника, т. е. стратегию победы;
2. Показать, что у него найдется независимо от хода соперника возможность сделать ход.
Иногда, бывает нужно записать еще и последний ход, который может не вписываться в общую стратегию.
Теперь рассмотрим вопрос о поиске решения задачи. Обычно рассматриваются задачи, в которых один из соперников может предложить выигрышный алгоритм, т. е. обычно предлагаются результативные игры.
Игры-шутки
Игры – шутки – это такие игры, где для построения выигрышного алгоритма можно ничего и не знать, так как в них результат будет зависеть не от игры партнеров, а от начальных условий. Однако для этого в решении нужно заметить, что это игра-шутка, а не какая-то другая, в которой нужно искать выигрышную стратегию. На самом деле, нет никакой стратегии.  Просто... как бы кто ни ходил, либо всегда выиграет первый игрок (тот, кто начинает игру), либо всегда второй. Задача в том, чтобы математически доказать такую закономерность. Для доказательства обычно находится какая-то величина, которая понятно чему равна в начале и конце и понятно, как изменяется на каждом ходу - тут даже частенько число ходов до конца однозначно посчитать можно. Это величина называется инвариантом.
Инвариант (от лат. invarians - неизменяющийся), в математике - величина, остающаяся неизменяемой при тех или иных преобразованиях.
Задача 1. В таблице 6 × 9 по очереди вычеркивают по две клетки. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выиграет при правильной игре?
Решение. Выигрывает начинающий. Всего возможно 27 ходов, ведь в таблице 54 клетки. Последний ход нечётный, значит, его сделает первый игрок.
Ответ: первый.
Задача 2. Двое ломают шоколадку 6 х 8. За ход разрешается сделать прямолинейный разлом любого из имеющихся кусков вдоль углубления. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Проигравший игрок покупает сопернику шоколадку.
Решение. После каждого хода число кусков шоколадки увеличивается на единицу. Ломая шоколадку 6x8, мы из одного куска после некоторого числа ходов получим 48 кусочков. Всего будет сделано 47 ходов, это говорит о том, что последний ход (нечетный) сделает начавший игру.
Ответ: шоколадку покупает второй игрок.
Задача 3. Двое ломают шоколадку 5 х 7. За ход разрешается сделать прямолинейный разлом любого из имеющихся кусков вдоль углубления. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Проигравший игрок покупает сопернику шоколадку.
Решение. Ломая шоколадку 5 x 7, мы из одного куска после некоторого числа ходов получим 35 кусочков. Всего будет сделано 34 хода, это говорит о том, что последний ход (четный) сделает второй игрок.
Ответ: шоколадку покупает первый игрок.
Задача 4. Двое по очереди ставят ладей на шахматную доску так, чтобы ладьи не били друг друга. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
Решение. После каждого хода и количество вертикалей, и количество горизонталей, на которые можно поставить ладей, уменьшается на единицу. Поэтому игра будет продолжаться ровно 8 ходов. Последний, выигрышный, ход будет сделан вторым игроком.
Ответ: второй.
Задача 5. На столе 4 кучки с орехами, в двух – по 20 орехов, в двух других – по 15. За ход разрешено любую кучку разделить на две меньшие. Проигрывает тот, кто делает последний ход. Кто выиграет при правильной игре?
Решение: В начальный момент на столе 4 кучки орехов, с каждым ходом число кучек увеличивается на одну. В момент окончания игры на столе 70 кучек по одному ореху. Значит, было сделано 66 ходов, последний ход сделает второй игрок, он проиграет.
Ответ: первый.
Задача 6. На доске написано 20 единиц и 10 двоек. За ход разрешается стереть две любые цифры и, если они одинаковые, написать двойку, а если разные – единицу. Если последняя оставшаяся на доске цифра – единица, то выиграл первый игрок, если двойка – то второй. Кто выигрывает при правильной игре?
Решение. Заметим, что четность числа единиц на доске после каждого хода не изменяется. Действительно, если стерли разные цифры и вместо них написали 1, то число единиц не изменилось. Если стерли две одинаковые цифры и написали двойку, то число единиц либо не изменилось, либо уменьшилось на две. То есть независимо от того, как будут ходить игроки, число единиц не будет увеличиваться и будет четно, значит, когда останется одна цифра, то это будет двойка. Поэтому выигрывает второй игрок. Игра конечна, потому что число цифр при каждом ходе уменьшается.
Ответ: второй.
Задача 7. Примерный ученик Саша купил тетрадь из 96 листов и пронумеровал страницы от 1 до 192. Хулиган Вася вырвал из тетради какие-то 25 листов. Саша предложил ему поиграть в такую игру: Вася вырывает ещё один любой лист из тетради, они складывают номера страниц на этих листах, и если получится четный результат, то Вася покупает ему новую тетрадь, а если нечетный, то Саша решает за него контрольную по математике. Придётся ли Васе покупать Саше тетрадь?
Решение. Придётся. Сумма цифр на одном листе всегда четна, вырванных листов чётное число, и сумма будет чётна.
Ответ: Васе придется покупать тетрадь.
Задача 8. Числа от 1 до 25 выписаны в ряд. Двое по очереди ставят между ними плюсы и минусы. Когда поставлены все знаки, вычисляют значение выражения. Если ответ чётный, побеждает первый игрок, если нечетный, - второй. Кто выигрывает при правильной игре?
Решение. Среди этих чисел 13 нечётных, а алгебраическая сумма нечётного числа нечётных чисел нечетна. Общий результат будет всегда нечётным, какие бы знаки ни расставили. Значит, всегда будет выигрывать второй игрок.
Ответ: второй.
Задача 9. На доске написаны числа 25 и 36. Играют двое. За ход разрешается написать положительную разность двух каких-либо уже имеющихся чисел, которая ещё не встречалась. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выигрывает при правильной игре?
Решение. Заметим, что в этой игре любая позиция, которая может быть достигнута вообще, будет достигнута при игре вне зависимости от хода игроков. Покажем, что могут быть достигнуты все числа от 1 до 36.
1-й ход: 36 – 25 = 11, на доске 25, 36, 11.
2-й ход: 25 – 11 = 14 (36 – 11 = 25, 36 – 25 = 11, эти числа уже были, поэтому такие ходы делать нельзя), на доске 25, 36, 11, 14.
Рано или поздно игроки получат число 3 (14 – 11 = 3 или другим способом), потому что они могут продолжать игру, пока не получат все возможные числа. Но тогда они получат и 1, так как 11 – 3 – 3 – 3 = 2, 3 – 2 = 1. Получив 1, они могут получить все числа от 1 до 36, которых еще не было. Так как повторяться им нельзя и два числа было изначально, то у них будет ровно 34 хода, т. е. игру закончит второй и выиграет.
Ответ: второй.
Игры, использующие симметрию
Суть метода - делать каждый раз ход, симметричный ходу противника или дополняющий его до чего-либо. Доказательство правильности стратегии будет пользоваться тем, что после каждого нашего хода позиция симметрична: раз так, то если противник сумел сделать свой ход, то и мы сможем сделать ход, симметричный ему. Неправильно думать, что симметрия - стратегия только для второго игрока. Если исходная позиция - несимметрична, то обычно первый игрок может ее как-то сделать симметричной, а потом играть по симметрии, отвечая на ходы второго.
Задача 1. [image: image150.png]



Соты имеют форму квадрата 9×9. Все квадратики, кроме центрального, заполнены мёдом. В центре — дёготь. За один ход разрешено разломить соты вдоль любой вертикальной или горизонтальной линии и съесть ту часть, где нет дёгтя. Проигрывает тот, кому остался только дёготь. Кто выиграет при правильной игре?

Решение. Для победы второму игроку достаточно совершать ходы, симметричные ходам соперника относительно центрального квадрата.
Ответ: второй.
Задача 2. На столе лежат в один ряд: а) 37 пирожных; б) 34 пирожных. Оля и Петя играют в игру: за один ход разрешается съесть одно пирожное или два лежащих рядом. Выигрывает тот, кто съест последнее пирожное. Кто выиграет при правильной игре в каждом из пунктов, если первой ходит Оля?
Решение. а) Выигрывает Оля. Первым ходом она должна съесть центральное (19-е) пирожное, а после этого «ходить» - брать пирожные –центрально симметрично, т. е. Оля должна брать пирожные столько же и на таком же расстоянии от центрального, что и Петя, только, с другой стороны. 
б) Выигрывает Оля. Первым ходом она должна взять два центральных пирожных (17-е и 18-е, если считать слева (или справа)), а затем ходить центрально симметрично. Во всех случаях, согласно такой стратегии, после каждого хода Оли пирожные будут расположены симметрично, но в любой симметричной паре они не будут лежать рядом и их нельзя будет взять одним ходом. Значит, последнее пирожное достанется Оле.
Ответ: а) Оля; б) Оля.
Задача 3. Два игрока по очереди проводят диагонали в правильном двадцатиугольнике. Из одной вершины можно проводить не более одной диагонали. Запрещается проводить диагонали, пересекающиеся с нарисованными ранее. Проигрывает тот, кто не сможет сделать ход. Кто выиграет при правильной игре?
Решение. Выигрывает первый игрок. Первым ходом он проводит диагональ, соединяющую диаметрально противоположные вершины двадцатиугольника. Тогда двадцатиугольник разбивается на две части, в каждой из которых 9 вершин, причём из одной части в другую диагонали идти не могут, так как они не должны пересекать первую диагональ. Поэтому теперь первому игроку достаточно отвечать на ходы второго игрока симметричными ходами в другой половине двадцатиугольника.
Ответ: первый.
Задача 4. Двое по очереди кладут пятирублевые монеты на стол симметричной формы, причем так, чтобы они не накладывались друг на друга. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
Решение: В этой игре выигрывает первый игрок, независимо от размеров и формы стола! Первым ходом он кладет монету так, чтобы ее центр и центр симметрии стола совпали. После этого на каждый ход своего противника отвечает симметрично относительно центра стола. Отметим, что при такой стратегии после каждого хода первого игрока позиция симметрична. Поэтому если возможен очередной ход второго игрока, то возможен и симметричный ему ответный ход первого. Следовательно, он побеждает.
Ответ: первый.
Задача 5. Двое по очереди ставят слонов в клетки шахматной доски так, чтобы слоны не били друг друга. (Цвет слонов значения не имеет). Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
Решение. 1) Поскольку шахматная доска симметрична относительно своего центра, то естественно попробовать симметричную стратегию. Но на этот раз (первым ходом нельзя поставить слона в центр доски) симметрию может поддерживать второй игрок. Казалось бы, по аналогии с предыдущей задачей, это и есть выигрышная стратегия. Однако, следуя ей, второму игроку не удастся сделать даже свой первый ход! Слон, только что поставленный первым игроком, может бить центрально-симметричное поле.
2) Решение поставленной задачи легко осуществить, применяя не центральную, а осевую симметрию шахматной доски. За ось симметрии можно взять прямую, разделяющую, например, четвертую и пятую горизонтали. Симметричные относительно нее поля имеют разный цвет, и, тем самым, слон, поставленный на одно из них, не препятствует ходу на другое. Итак, в этой игре выигрывает все-таки второй игрок.
Ответ: второй.
Задача 6. Имеется две кучки камней — по 7 в каждой. За ход разрешается взять любое количество камней, но только из одной кучки. Проигрывает тот, кому нечего брать. Кто выигрывает при правильной игре?
Решение: В этой игре при помощи симметричной стратегии побеждает второй игрок: каждым своим ходом он должен брать столько же камней, сколько предыдущим ходом взял первый игрок, но из другой кучки. Таким образом, у второго игрока всегда есть ход. Симметрия в этой задаче состоит в равенстве числа камней в кучках.
Ответ: второй.
Задача 7. Двое ставят королей в клетки доски 9 × 9 так, чтобы короли не били друг друга. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
Решение. В этой игре выигрывает первый игрок, если первым ходом занимает центральную клетку доски, а далее использует стратегию центральной симметрии.
Ответ: первый.
Задача 8. Даны два ящика яблок: в одном – 38 яблок, в другом – 52 яблока. За один ход разрешается взять любое число яблок, но только из одного какого-нибудь ящика. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре и как он должен играть?
Решение: Первый игрок первым ходом уравнивает количество яблок в ящиках, а потом повторяет все ходы за вторым, но только в другом ящике. То есть второй взял сколько-то яблок в одном ящике, то первый берёт столько же яблок в другом ящике. Он сможет это сделать, так как каждый раз перед ходом второго яблок в ящиках поровну. Таким образом, яблоки закончатся после хода первого, и выиграет первый.
Ответ: первый.
Метод выигрышных позиций
Бесспорно, самый мощный и универсальный способ решения задач на игры - поиск выигрышных позиций. Здесь мы будем называть выигрышной ту позицию, которую выгодно оставлять после своего хода, а проигрышной, соответственно, ту, которую невыгодно. Тогда финальная позиция, из которой уже нельзя сделать ход - выигрышная. Основные свойства позиций таковы:
1. Каждая позиция либо выигрышная, либо проигрышная, промежуточных вариантов нет.
2. Из выигрышной позиции можно пойти только на проигрышную и наоборот.
Тогда, если начальная позиция - проигрышная, выигрывает первый, если выигрышная - второй. Стратегия одинакова: каждый раз ходить на выигрышную позицию. Тогда противник должен будет походить на проигрышную позицию, а мы опять сможем пойти на выигрышную.
Задача 1. Имеются две кучки конфет: в одной — 20, в другой — 21. За ход нужно съесть все конфеты в одной из кучек, а вторую разделить на две необязательно равные кучки. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выиграет?
Решение. Если мы решили использовать метод выигрышных позиций, то нам нужно найти эти выигрышные позиции. Чтобы их найти, рассмотрим простейшие случаи.
Простейшая выигрышная позиция для того игрока, кто ее создал (т. е. «сходил» последним): это 1 и 1. Понятно, что в этом случае побеждает тот, кто ходит вторым, так как у первого игрока нет хода.
Очевидно, что позиция 2 и 1 выигрышная для первого и проигрышная для второго.
Если 3 и 1, тогда второй вновь с победой, как несложно убедиться простой проверкой, так как есть ровно два хода.
Когда в кучках 3 и 2, победа у первого (убираем 3, делим 2).
Если же 3 и 3, тогда победа вновь возвращается ко второму, что можно показать простым перебором и т. д.
Замечаем закономерность: если в каждой из кучек по нечетному числу конфет, тогда позиция выигрышная для второго.
Если же хотя бы в одной из кучек четное число конфет, то такая позиция выигрышная для первого.
Несложно понять, что когда в обеих кучках по нечетному числу конфет, то за один ход нельзя получить такую же позицию, так как при разделении любого нечетного числа на два слагаемых одно из них будет четным. Однако если хотя бы в одной из кучек четное (ненулевое) число конфет, то ее несложно разбить на два нечетных слагаемых. Таким образом мы можем разбить все позиции на выигрышные и проигрышные с учетом того, сколько конфет в кучках. И задача выигрывающего делать ход на выигрышные позиции.
После этого уже понятно, кто выиграет в данной по условию игре и как ему этого добиться.
Делим все возможные ходы на «выигрышные» и «проигрышные». Если после разбиения получились две кучки с нечетным числом конфет, тогда назовем такую позицию «выигрышной», а все остальные — «проигрышные».
Стратегия победителя заключается в том, что он делает ход на «выигрышные» поля. Так как первый может сделать ход на «выигрышное» поле, а хода с одного «выигрышного» поля на другое нет, и с любого «проигрышного» поля за один ход можно попасть на «выигрышное», то побеждает начинающий. Своим первым ходом он может съест кучку из 21 конфеты, а кучу с 20 конфетами разделить на две, в которых нечетное количество конфет в обеих кучках (например, 19 и 1). Заметим, что последняя позиция, когда две кучки, по одной конфете в каждой, выигрышная, т. е. последний ход сделает первый.
Ответ: первый.
Задача 2. Двое по очереди выписывают на доску натуральные числа от 1 до 1000. Первым ходом первый игрок выписывает на доску число 1. Затем очередным ходом на доску можно выписывать либо число 2a, либо число a+1, если на доске уже написано число a. При этом запрещается выписывать числа, которые уже написаны на доске. Выигрывает тот, кто выпишет на доску число 1000. Кто выиграет при правильной игре?
Решение: Заметим, что если какой-то игрок выпишет на доску число 500 или 999 (проигрышная позиция), то его противник следующим ходом выпишет число 1000 и выиграет.
Какие числа могут быть выписаны на доске до появления чисел 500 и 999?
Во-первых, это все числа от 1 до 499 (их 499).
Во-вторых, это все числа от 502 до 998 (их 497).
Число 502 можно получить из числа 251, а число 501 только из числа 500.
 То есть перед появлением числа 500 или 999 будет 499+497=996 выигрышных ходов. Это означает, что проигрышный ход сделает первый игрок. Выиграет второй игрок.
Ответ: второй.
Задача 3. В коробке лежат 53 леденца. За ход можно взять 1, 2, 3 или 4 леденца. Кто выиграет при правильной игре, если победителем считается тот, кто берет последнюю конфету?
Решение: Рассмотрим момент, когда игра заканчивается. Проигрывает тот, кому нечего брать, значит, 0 конфет – особая позиция. В неё можно попасть из позиций 1, 2, 3, 4 конфет, значит, они неособые. Особой тогда будет позиция 5, поскольку из неё можно попасть только в неособые. В позицию 5 можно попасть из позиций 6, 7, 8, 9, поэтому они неособые. Далее аналогично находим особые позиции 10, 15, …, 5n. Значит, 1-й игрок первым ходом получает позицию вида 5n (забирая 3 леденца), а потом каждый раз переходит в особые позиции.
Ответ: первый.
Задача 4. Игра начинается с числа 60. За ход разрешается уменьшить имеющееся число на любой из его делителей. Проигрывает тот, кто получит нуль.
Решение: В этой игре выигрывает тот, кто получит единицу, значит 1 – особая позиция. В неё можно попасть из позиции 2, она неособая. 3 – особая позиция, так как из неё можно попасть только в неособые позиции 0 и 2. В 3 можно попасть из 4 и 6, они неособые. Аналогично особыми позициями являются все нечётные числа. Побеждает первый, если он каждым ходом будет уменьшать число так, чтобы получать нечётные числа.
Ответ: первый.
Задача 5. Саша и Юра по очереди пишут на доске натуральные числа. После 10-го хода они считают произведение написанных чисел, и если последняя цифра результата 0, то выигрывает Саша, а если любая другая, то Юра. Кто выиграет при правильной игре: тот, кто делает первый ход, или его партнёр, и как ему для этого надо играть?
Решение. Выиграет Саша. Для этого ему достаточно написать одно из чисел, делящихся на 10.
Ответ: Саша.
Задача 6. Играют двое. Первый пишет на доске любую цифру. Второй приписывает справа к ней некоторую цифру. Затем первый приписывает слева к получившемуся числу ненулевую цифру. Первый стремится к тому, чтобы получившееся на доске трёхзначное число делилось на 11, а второй хочет ему помешать.
Решение: выигрывает второй игрок. Он пишет ту же цифру, что и первый игрок. Тогда, какую бы цифру своим следующим ходом ни поставил первый игрок, в итоге получится число вида 100х + 10у +у = 100х + 11у. 11у делится на 11. Но 100х не может делиться на 11, так как х – цифра, неравная нулю. Следовательно, получившееся число не делится на 11, то есть выиграл второй игрок.
Ответ: второй.
Задача 7. Фишка находится на поле а1 шахматной доски (8 × 8 клеток). Двое по очереди двигают её на одну клетку по горизонтали или вертикали. На поля, на которых фишка уже побывала, ходить нельзя. Кто не может сделать ход, проигрывает. Кто выигрывает при правильной игре?
Решение: Замостим доску прямоугольниками 1 × 2 клетки (любым способом). Выигрывает первый игрок с помощью следующей стратегии: каждым своим ходом он должен передвигать фишку во вторую клетку прямоугольника 1 × 2 (в котором стоит фишка), тогда второй игрок каждый раз вынужден будет ходить в новый прямоугольник, давая возможность первому сделать очередной ход.
Ответ: первый.
Игры, в которых стратегия — дополнение до фиксированного числа
Другая идея выигрышной стратегии в играх — дополнение хода соперника до некоторого фиксированного числа, уменьшая каждым «совместным» ходом (т. е. ход первого и второго игрока) общее число элементов на некоторое постоянное число, что сводит игру к игре с меньшим числом элементов, т. е. более простой. Понятно, что победа в данной стратегии зависит от общего количества данных по условию элементов.
Задача 1. На столе лежат 15 карандашей. Двое берут по очереди один, два или три карандаша. Проигрывает тот, кому достанется взять последний карандаш. Как должен играть начинающий, чтобы заставить своего противника взять последний карандаш?
Решение. Остаток от деления числа 15 на 3 + 1 = 4 равен 3. Начинающему надо, добиться того, чтобы последний карандаш взял противник, поэтому первым ходом он должен взять не 3 карандаша (остаток от деления), а 2 (1 карандаш – противнику!) Затем каждым последующим ходом будет дополнять количество карандашей, взятых вторым игроком, до 4.
После первого хода 1 -го игрока на столе останется 13 карандашей, после второго хода — 9, после третьего — 5, после четвертого — 1. Следовательно, последний карандаш берет второй игрок.
Ответ: выиграет первый, последний карандаш возьмет второй игрок.
Задача 2. В корзине 44 банана. Двое по очереди забирают по 1, 2, 5 или 6 бананов. Проигрывает тот: а) кто взял последний банан; б) кто не может сделать ход. Кто выиграет при правильной игре?
Решение: а) Выигрывает в обоих случаях первый игрок. Разобьем возможные ходы на две группы: 1 – 6 и 2 – 5. Первым ходом первый игрок должен взять один банан, а потом дополнять ход второго ходом из той же группы, но другого числа. Тогда после хода первого игрока всегда будет оставаться число бананов, делящееся на 7 с остатком 1. И последним ходом второй будет вынужден взять 1 последний банан.
б) Первым ходом первый игрок берет 2 банан, а потом действует по той же стратегии, что и в пункте а. Тогда он сможет забрать последние бананы, потому что после его хода всегда будет оставаться число бананов, делящееся на 7 без остатка.
Ответ: а) первый; б) первый.
Задача 3. Двое играют в следующую игру. Каждый игрок по очереди вычеркивает 9 чисел (по своему выбору) из последовательности 1, 2, …, 100, 101. После одиннадцати вычеркиваний останутся 2 числа. Первому игроку присуждается столько очков, какова разница между этими числами. Докажите, что первый игрок всегда сможет набрать, по крайней мере, 55 очков, как бы ни играл второй.
Решение. Первым ходом нужно вычеркнуть 9 чисел от 47 до 55. Остальные числа разбиваются на пары: 1 – 56, 42 – 57, …, 46 – 101. После каждого хода второго игрока первый может вычеркнуть числа таким образом, чтобы в каждой паре было вычеркнуто либо оба числа, либо ни одного. Таким образом, в конце останется пара чисел, разность которых равна 55.
Задачи для самостоятельного  решения
Иры-шутки
№1. Двое по очереди ломают шоколадку 5x8. За ход можно разломать любой кусок по прямой линии между дольками. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выиграет при правильной игре? Решить ту же задачу в общем виде, про шоколадку m x n.
№ 2. Имеется три кучки камней: в первой - 10, во второй - 15, в третьей - 20. За ход можно разбить любую кучку на две меньшие. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выиграет?
№ 3. На доске написаны цифры: 10 нулей и 10 единиц. За ход можно стереть две любые цифры и написать вместо них 0, если они были одинаковые или 1, если они были разные. Если на доске остается 1 - выигрывает первый. Если 0 - второй.
№ 4. На доске записаны 2007 единицы и 2008 нулей. Каждый из двух игроков выбирает два произвольных числа, стирает, и записывает на их место 0, если они были равны, и 1, если нет. В конце на доске остается только одно число. Если это число 1, то выигрывает первый игрок, если 0, то второй. Кто выиграет?
Игры, использующие симметрию
№ 1. Двое по очереди кладут пятаки на круглый стол так, чтобы они не накладывались друг на друга и не выступали за край стола. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выиграет?
№ 2. Двое играют, поочередно выставляя крестики и нолики на квадратном поле 9 х 9. В конце каждый получает очко за каждую строку и столбец, в которых его знаков больше. Сможет ли первый игрок выиграть?
Метод выигрышных позиций
№ 1. "Хромая ладья" может ходить по прямой вправо или вверх. Исходно она стоит в нижнем левом углу шахматной доски. Играют двое. Выигрывает тот, кто поставит ладью в верхний правый угол.
№ 2. Имеются две кучки конфет: в одной — 30, в другой — 31. За ход нужно съесть все конфеты в одной из кучек, а вторую разделить на две необязательно равные кучки. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выиграет?
Игры, в которых стратегия — дополнение до фиксированного числа
№ 1. Двое играют в игру. Ходы, которые делаются по очереди, заключаются в том, что из кучки в 26 камней убирается любое число камней от 1 до 5. Выигрывает тот, кто возьмет последний камень. Кто выиграет в данной игре?
№ 2. Двое играют в игру, которая заключается в прибавлении к нулю любого натурального числа, не превышающего семи. Выигрывает тот, кто скажет число 50. Кто выиграет в данной игре?
Дополнительно
№ 1. На концах клетчатой полоски 1 х 20 стоит по шашке. За ход разрешается сдвинуть любую шашку в направлении другой на одну или две клетки. 
№ 2. Перепрыгивать через шашку нельзя. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выиграет при правильной игре?
№ 3. На столе лежит 25 спичек. Двое по очереди берут от 1 до 4 спичек. Проигрывает тот, кому спичек не осталось. Кто выигрывает при правильной игре? А если спичек 24?
№ 4. На столе лежит 25 спичек. Двое по очереди берут 1, 2 или 4 спички. Проигрывает тот, кому спичек не осталось. Кто выигрывает при правильной игре?
№ 5. На столе лежат 2 кучки спичек в одной 7, в другой 10. За один ход разрешается взять 1 спичку из одной (любой) кучки или по спичке из двух кучек сразу. Кто не может сделать ход (спичек не осталось) – проигрывает. Кто выиграет при правильной игре? 
№ 6. Имеется куча камней. Двое играющих берут по очереди 1, 2 или 3 камня. Проигрывает тот, кто взял последний камень. Камни можно предварительно пересчитать. Как выиграть А, если он начинает игру?
№ 7. Есть 2 кучи камней m и n. Каждый играющий берёт сколько угодно камней, но из одной кучи. Выигрывает тот, кто берет последний камень. При каких m и n выигрывает первый, при каких второй и какая стратегия будет выигрышной?
№ 8. В куче 25 камней. Два игрока берут по очереди или 2, или 4, или 7 камней. Проигрывает тот, у кого нет хода. Кто победит при правильной игре?
№ 9. Играют двое. Начинающий называет одно из чисел: 1, 2, 3, 4. Второй игрок прибавляет к этому числу одно из этих же чисел: 1, 2, 3, 4 и называет вслух получившуюся сумму. То же самое делает затем первый игрок и т.д. Победителем считается тот, кто первым назовет число 40. У которого игрока есть выигрышная стратегия? (в ответ запишите 1 или 2 – номер игрока).
№ 10. Двое игроков делят 2 кучки конфет, 9 и 11, на более мелкие кучки. За 1 ход можно разделить 1 кучку на 2 меньших. Проигрывает тот, кто не сможет сделать ход. Сколько ходов в игре?
№ 11. В ящике лежат 35 шариков. Двое играющих по очереди вынимают их из ящика, причем по условию игры каждый обязан вынуть в свой ход не менее одного и не более пяти. Проигравшим считается тот, кто вынужден будет при очередном своём ходе вынуть из ящика последний шар. Может ли игрок, делающий ход первым, обеспечить себе выигрыш? Сколько шариков он должен взять первым ходом? В ответ запишите число шариков на первом ходу.
Делимость целых чисел и остатки
В задачах про целые числа используются основные понятия и теоремы, связанные с делимостью чисел. 
Каждое целое число а можно разделить на натуральное число m  с остатком, то есть представить в виде а = mq + r, где q и r – целые числа и r (остаток) не меньше 0, но меньше q.
При этом число r  называется остатком от деления a на q, а m — неполным частным.
Среди любых m последовательных целых чисел найдется ровно одно число, делящееся на m.
Пример.  42 делится на 9 с остатком 6 : 42 = 9 ⋅ 4 + 6.
Числа 17 и -17 дают разные остатки при делении на 5 : 17 = 5⋅3 + 2, но 
−17 = 5  ⋅ (−4) + 3.
Различные натуральные числа при делении на натуральное m могут давать любой из остатков 0, 1, 2, ..., m–1. Однако степени натуральных чисел с фиксированным натуральным показателем n >1 не обязательно снова могут давать при делении на m любой из этих остатков. Так при делении на 3, 4, 5 и 8 четвертые степени целых чисел могут давать остатки только 0 и 1. Ниже приведена таблица возможных остатков при делении квадратов, кубов, четвертых и пятых степеней на числа от 3 до 10.
	Остатки, которые
могут a n : m

	n (показатель степени целого числа)

	
	2
	3
	4
	5

	
 m
 
 
 
 
 

	3
	0; 1
	0; 1; 2
	0; 1
	0; 1; 2

	
	4
	0; 1
	0; 1; 3
	0; 1
	0; 1; 3

	
	5
	0; 1; 4
	0; 1; 2; 3; 4
	0; 1
	0; 1; 2; 3; 4

	
	6
	0; 1; 3; 4
	0; 1; 2; 3; 4; 5
	0; 1; 3; 4
	0; 1; 2; 3; 4; 5

	
	7
	0; 1; 2; 4
	0; 1; 6
	0; 1; 2; 4
	0; 1; 2; 3; 4; 5; 6

	
	8
	0; 1; 4
	0; 1; 3; 5; 7
	0; 1
	0; 1; 3; 5; 7

	
	9
	0; 1; 4; 7
	0; 1; 8
	0; 1; 4; 7
	0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8

	
	10
	0; 1; 4; 5; 6; 9
	0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9
	0; 1; 5; 6
	0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9


Если два числа а и b при делении на число m дают одинаковые остатки, то говорят, что а сравнимо с b по модулю m. 
Записывают это так  а ≡ b (mod  m )
Если a > b, то наибольший общий делитель a и b равен наибольшему общему делителю a – b и b.
Рассмотрим эти свойства при решении задач.
Задача 1. Сколько существует натуральных чисел, меньших 1000, которые не делятся ни на 5, ни на 7?
Решение. Вычеркиваем из 999 чисел, меньших 1000, числа, кратные 5: их 199 (999 : 5 = 199). Далее вычеркиваем числа, кратные 7: их 142 (999 : 7 = 142). Но среди чисел, кратных 7, имеется 28 (999 : 35 = 28) чисел, одновременно кратных 5; они будут вычеркнуты дважды. Итого, нами должно быть вычеркнуто 199 + 142 – 28 = 313 чисел. 
Остаётся 999 – 313 = 686.  
Ответ: 686 чисел.
Задача 2. Найдите остаток от деления 2009⋅2010⋅2011+20122 на 7.
Решение: Учитывая, что 2009⋮7, то остаток будет равен 20122 ≡ 32 ≡ 2(mod 7)
Ответ: 2
Задача  3. Известно, что остаток от деления числа a на 19 равен 7, а числа b на 19 — равен 11. Найдите остаток от деления на 19 числа ab(a+b)(a−b).
Решение. Заметим, что 
ab(a+b)(a−b) ≡ 7⋅11⋅18⋅(−1) ≡ 7⋅(−8)⋅(−1)⋅(−4) =−224 = −228+4 ≡ 4(mod 19)
Ответ: 4
Задачи для самостоятельного  решения
№ 1. Докажите, что сумма квадратов трех целых чисел не может при делении на 8 дать в остатке 7.
№ 2. Существуют ли такие натуральные nn, что n2 + n + 1 делится на 2014?
№ 3. Существует ли десятизначное число, делящееся на 11, в записи которого каждая цифра встречается по одному разу?
№ 4. Найдите наименьшее натуральное число, дающее такой же остаток при делении на 25, какой дает число 1234.
№ 5.  Получив двойку по географии, Вася решил порвать географическую карту в клочья. Каждый попавший ему в руки клочок он рвет на четыре части. Может ли он когда-нибудь получить ровно 2012 кусков? 2013 кусков? 2014 кусков? 2015 кусков?
№ 6. Найдите наименьшее натуральное число, дающее следующие остатки: 1 — при делении на 2, 2 — при делении на 3, 3 — при делении на 4, 4 — при делении на 5, 5 — при делении на 6.
Решения, ключи и ответы к заданиям
№ 1. Любое целое число при делении на 8 имеет остатком одно из следующих восьми чисел 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, поэтому квадрат целого числа имеет остатком при делении на 8 одно из трёх чисел 0, 1, 4. Чтобы при делении на 8 сумма квадратов трех чисел имела остаток 7, необходимо, чтобы выполнялся один из двух случаев: либо один из квадратов, либо все три при делении на 8 имеют нечётные остатки.
В первом случае нечётный остаток есть 1, а сумма двух чётных остатков равна 0, 2, 4, то есть сумма всех остатков равна 1, 3, 5. Остатка 7 в этом случае получить нельзя. Во втором случае три нечётных остатка это три 1, и остаток всей суммы равен 3. Итак, 7 не может быть остатком при делении на 8 суммы квадратов трех целых чисел.
№ 2. Заметим, что n2 + n = n(n+1) делится на 2, поскольку является произведением двух подряд идущих чисел, а, значит, n2+n+1 всегда нечетно. Также это можно было заметить, используя малую теорему Ферма: 
n2 + n + 1 ≡ n + n+1 = 2n + 1 ≡1 (mod 2).
Поскольку число 2014 четное, то не существует таких n, что число n2 + n +1 делится на 2014 (если бы такие n существовали, то это бы противоречило тому, что n2 + n +1  — нечетное).
№ 3. I способ. Выписывая трехзначные числа, делящиеся на 11, можно среди них найти три числа, в записи которых участвуют все цифры от 0 до 9. Например, 275, 396,418. С их помощью можно составить десятизначное число, делящееся на 11. Например:
2753964180 = 275·107 + 396·107 + 418·10 = 11·(25·107 + 36·104 + 38·10).
II способ. Для нахождения требуемого числа воспользуемся признаком делимости на 11, согласно которому числа n = a1a2a3…a10 (в данном случае аi не множители, а цифры в записи числа n) и S(n) = a1–a2+a3–…–a10 одновременно делятся на 11.
Пусть А – сумма цифр, входящая в S(n) со знаком «+», В – сумма цифр, входящая в S(n) со знаком «–». Число А–В, согласно условию задачи, должно делиться на 11. Положим В – А = 11, кроме того, очевидно, А + В = 1+2+3+…+9 = 45. Решая полученную систему В – А =11, А + В = 45, находим, А =17, В = 28. Подберем группу из пяти различных цифр с суммой 17. Например, 1 + 2 + 3 + 5 + 6 = 17. Эти цифры возьмём в качестве цифр с нечётными номерами. В качестве цифр с чётными номерами возьмем оставшиеся – 4, 7, 8, 9, 0.
Мы видим, что условию задачи удовлетворяет, например, число 1427385960.
№ 4. Рассмотрим остаток при делении числа 1234 на 25. Все числа, меньшие, чем он, дают другие остатки, поскольку сами являются своими остатками. Остаток при делении 1234 на 25 это 9, так как 1234 = 49 ⋅ 25 + 9, это и будет ответом.
№ 5. Заметим, что каждый раз Вася увеличивает число кусков на 3, так как он один кусок превращает в четыре. Поэтому он будет получать числа вида 1+3N, где N - количество кусков, которые он рвал на части. Число 2014 имеет такой вид, поэтому 2014 кусков у него получится, а другие не представимы в таком виде (у них остатки при делении на 3 равны 0 или 2).
№ 6. Рассмотрим искомое число, увеличенное на единицу. Оно делится на 2, 3, 4, 5, 6, т.к. оно дает остатки, меньшие на единицу, чем сами делители. Нам необходимо найти минимальное такое число, следовательно, искомое число есть наименьшее общее кратное чисел 2, 3, 4, 5, 6 минус 1. Наименьшее общее кратное 2, 3, 4, 5, 6 равно 22⋅3⋅5 = 60, т.к. в числах 2, 3, 4, 5, 6 есть только 3 простых делителя, тройка и пятерка входят максимум в первой степени, а двойка во второй (в числе 4). Значит, искомое число равно 
60 − 1 = 59.
Теория множеств
Основные понятия теории множеств проходят в курсе математики 6 класса. Но можно начинать решать задачи по этой теме уже с 5 класса.
«…  круги  очень  подходят  для  того,  чтобы  облегчить  наши  размышления»
Леонард  Эйлер
 
Нет  ученого,  имя  которого  упоминалось  бы  в  учебной  математической  литературе  столь  же  часто,  как  имя  Эйлера.  Даже  в  средней  школе  логарифмы  и  тригонометрию  изучают  до  сих  пор  в  значительной  степени  «по  Эйлеру».
В  1741  году  Эйлер  пишет  «Письма  о  разных  физических  и  философических  материях,  написанные  к  некоторой  немецкой  принцессе...»,  где  появились  впервые  «круги  Эйлера».  Эйлер  писал  тогда,  что  «круги  очень  подходят  для  того,  чтобы  облегчить  наши  размышления». 
При  решении  целого  ряда  задач  Леонард  Эйлер  использовал  идею  изображения  множеств  с  помощью  кругов  и  они  получили  название  «круги  Эйлера». 
С  помощью  этих  кругов  Эйлер  изобразил  и  множество  всех  действительных  чисел: 
·     N  —  множество  натуральных  чисел, 
·     Z  —  множество  целых  чисел, 
·     Q  —  множество  рациональных  чисел, 
·     R  —  множество  всех  действительных  чисел. 
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Рисунок  1.  Изображение  множества  действительных  чисел
 
Что  такое  множество?
В  математике  нет  точного  определения  этого  понятия.  Понятие  «множество»  не  определяется,  оно  поясняется  примерами:  множество  яблок  в  корзине;  множество  точек  отрезка  прямой.  Множество  состоит  из  элементов.  В  приведенных  примерах  —  это  яблоки,  буквы,  точки. 
Множества  обозначаются  заглавными  буквами  латинского  алфавита:  А,  В,  С, ... , K, M, N, … , Х, ... ; элементы множества — строчными буквами алфавита: а,  в,  с,  ...,  k,  m,  n,  …,  х,  у,  ....  А={а;  в;  с;  d}  — множество А состоит  из  элементов а, в, с, d, или, говорят, что элемент а принадлежит множеству А, записывается: а[image: image2.png]


А (знак[image: image3.png]


читается: «принадлежит»). Элемент 5 не входит в множество А, говорят, что «5 не принадлежит А»: 5[image: image4.png]


 А, или  [image: image5.png]


. Если множество В не содержит ни одного элемента, то говорят, что оно пустое, обозначается: В=[image: image6.png]


.
Под  множеством  можно  понимать  совокупность  каких-либо  объектов,  называемых  элементами  множества.  Примерами  множеств  могут  быть  и  дома  на  нашей  улице,  и  алфавит  —  совокупность  букв,  и  наш  5 «Д»  класс  —  множество  учеников.
Множества  могут  быть:
· Конечное  (элементы  которого  можно  пересчитать;  например  —  множество  цифр)
· Бесконечное  (пересчитать  нельзя;  например  —  песчинки  в  пустыне)
· Пустое  (не  содержащее  ни  одного  элемента;  например  —  множество  зайцев,  которые  учатся  в  нашем  классе).
Множество  K  называется  подмножеством  множества  N,  если  каждый  элемент  множества  K  является  элементом  множества  N.  Обозначается:  K⊂N.  Говорят,  что  множество  K  включается  в  множество  N.
Подмножества  можно  проиллюстрировать  кругами  Эйлера. 
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Рисунок  2.  Изображение  подмножества
 
Действия  с  множествами
В  математике  существуют  несколько  операций  над  множествами.  Мы  разберем  два  из  них:  пересечение  и  объединение.
1.  Пересечение  множеств
Пересечением  множеств  M  и  N  называется  множество,  состоящее  из  элементов,  одновременно  принадлежащих  M  и  N.  Пересечение  множеств  M  и  N  обозначается  [image: image8.png]MnNN



  [1,  с.  23].
Пример.  Множество  N  =  {  А  Н  Д  Р  Е  Й  }; 
множество  K  =  { А  Л  Е  К  С  Е  Й  };  множество  M  =  {  Д  М  И  Т  Р  И  Й  }
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Рисунок  3.  Пример  пересечения  множеств
 
2.  Объединение  множеств
Объединение  множеств  —  это  множество,  содержащее  в  себе  все  элементы  исходных  множеств.  Объединение  множеств  M  и  N  обозначается  [image: image10.png]MuUuN



.
Примеры: 1) [image: image11.png]{1:2:3:83 U {1:2:5:9} ={1;2:3;5:89}



; 2) объединение множества всех пород собак и множества мопсов есть множество всех собак.
Операции  объединения  и  пересечения  множеств  очень  удобно  показывать  с  помощью  кругов     Эйлера.
По  определению  в  пересечение  двух  множеств  M  и  N  входят  элементы,  принадлежащие  множествам  M  и  N  одновременно
Пример.  Пусть  D  —  множество  из  12  самых  хороших  девочек,  M  —  множество  из  12  самых  умных  мальчиков.  Получили  наш  класс.
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Рисунок  4.  Пример  объединения  множеств
 
3.  Вложенные  множества. 
Пример.  Имеется  три  множества:  «дети»,  «школьники»,  «учащиеся  начальной  школы».  Мы  видим,  что  эти  3  множества  находятся  одно  внутри  другого.  Про  множество,  находящееся  внутри  другого  множества,  говорят,  что  оно  вложенное.
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Рисунок  5.  Пример  вложенных  множеств
Задачи, которые можно решить с помощью кругов Эйлера.
Перед решением задачи ответьте на следующие вопросы:
1. О скольких множествах идет речь в данной задаче?
2. Какие из перечисленных в задаче данных относятся к разным множествам одновременно?
Задача 1. На стол бросили две салфетки 10  см  х  10  см. Они покрыли площадь  стола,  равную  168.  Какова  площадь  перекрытия?
[image: image151.png]


Решение.
1)168  –  10 · 10  =  68;
2)10 · 10  –  68  =  32.
Ответ:  32  см
[image: image152.png]



 Задача 2. В поход ходили 80 %  учеников класса, а на экскурсии было 60%, причем каждый был в походе или на экскурсии. Сколько процентов класса были и там, и там?
Решение.
А— множество учеников, которые ходили в поход
В— множество учеников, которые были на экскурсии
100% – 80% = 20%
60% – 20% = 40%
Ответ: 40%
Задача 3[image: image153.png]



. В нашем классе 24 ученика. Все они хорошо провели зимние каникулы. 10 человек катались на лыжах, 16 ездили на каток, а 12 — лепили снеговиков. Сколько учеников  смогло покататься и на лыжах, и на коньках, и слепить снеговика?                                                          А — множество ребят, катающихся на лыжах
В — множество ребят, катающихся на коньках
С — множество ребят, лепивших снеговиков
Решение.
Пусть х— число ребят, которые успели за эти каникулы всё!
(12 - х) + (16 - х) + (10 - х) + х = 24                                
Ответ: 7 ребят
Задача 4.[image: image154.jpg]



 9 моих друзей любят бананы, 8 – апельсины, а 7 – сливы, 5 – бананы и апельсины, 3 – бананы и сливы, 4 – апельсины и сливы, 2 – бананы, апельсины и сливы. Сколько у меня друзей?Решение.
5–2=33–2=14–2=2
9–6=38–7=17–5=2
3+1+2+3+2+1+2=14
Ответ: 14 друзей.
Задача 5.[image: image155.jpg]



 В пионерском лагере «Дубки» в смене актива отдыхали: 30 отличников, 28 победителей олимпиад и 42 спортсмена. 10 человек были и отличниками, и победителями олимпиад, 5 — отличниками и спортсменами, 8 — спортсменами и победителями олимпиад, 3 — и отличники, и спортсмены, и победители олимпиад. Сколько ребят отдыхало в лагере? А — множество отличников
В — множество победителей олимпиад 
С — множество спортсменов
Решение.
10–3=75–3=28–3=5
30–12=1828–15=1342–10=32
18+13+32+7+2+5+3=80
Ответ: 80 ребят.
Задача 6[image: image156.png]”





. У всех моих подруг есть домашние питомцы. Шестеро из них любят и держат кошек, а пятеро - собак. И только у двоих есть и те и другие. Угадайте, сколько у меня подруг?Решение. Изобразим два круга, так как у нас два вида питомцев. В одном будем фиксировать владелиц кошек, в другом - собак. Поскольку у некоторых подруг есть и те, и другие животные, то круги нарисуем так, чтобы у них была общая часть. В этой общей части ставим цифру 2, так как кошки и собаки есть у двоих. В оставшейся части "кошачьего" круга ставим цифру 4 (6 - 2 = 4). В свободной части "собачьего" круга ставим цифру 3 (5 - 2 = 3). А теперь рисунок сам подсказывает, что всего у меня 4 + 2 + 3 = 9 подруг.
Ответ. 9 подруг.
Задача 7.[image: image157.png](&




 В классе 30 учеников. Все они являются читателями школьной и районной библиотек. Из них 20 ребят берут книги в школьной библиотеке, а 15 - в районной. Сколько учеников не являются читателями школьной библиотеки?Решение. Пусть круг Ш изображает читателей только школьной библиотеки, круг Р - только районной. Тогда ШР - изображение читателей и районной, и школьной библиотек одновременно. Из рисунка следует, что число учеников, не являющихся читателями школьной библиотеки, равно: (не Ш) = Р - ШР. Всего 30 учеников, Ш = 20 человек, Р = 15 человек. Тогда значение ШР может быть найдено так : ШР = (Ш + Р) - 30 = (20 + 15) - 30 =5, т.е. 5 учеников являются читателями школьной и районной библиотек одновременно. Тогда (не Ш) = Р – ШР = 15 - 5= 10.
Ответ: 10 учеников не являются читателями школьной библиотеки.
Задача 8. Некоторые ребята из нашего класса любят ходить в кино. Известно, что 15 ребят смотрели фильм «Обитаемый остров», 11 человек – фильм «Стиляги», из них 6 смотрели и «Обитаемый остров», и «Стиляги». Сколько человек смотрели только фильм «Стиляги»?
Решение. Чертим два множества таким образом:
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6 человек, которые смотрели фильмы «Обитаемый остров» и «Стиляги», помещаем в пересечение множеств.
15 – 6 = 9 – человек, которые смотрели только «Обитаемый остров».
11 – 6 = 5 – человек, которые смотрели только «Стиляги».
Получаем:
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Ответ. 5 человек смотрели только «Стиляги».
Задача 9. В магазин «Мир музыки» пришло 35 покупателей. Из них 20 человек купили новый диск певицы Максим, 11 человек– диск Земфиры, 10 человек не купили ни одного диска. Сколько человек купили диски и Максим, и Земфиры?
Решение. [image: image158.png]



Изобразим эти множества на кругах Эйлера. [image: image159.png]



Теперь посчитаем: всего внутри большого круга 35 покупателей, внутри двух меньших 35 – 10 = 25 покупателей. По условию задачи 20 покупателей купили новый диск певицы Максим, следовательно, 25 – 20 = 5 покупателей купили только диск Земфиры. 
А в задаче сказано, что 11 покупателей купили диск Земфиры, значит,  11 – 5 = 6 покупателей купили диски и Максим, и Земфиры.
Ответ: 6 покупателей купили диски и Максим, и Земфиры.
Задача 10.[image: image160.png]He Kynuam aucku

)

10

aucku Maksum AUCKU 3em@pupsl




 Среди школьников пятого класса проводилось анкетирование по любимым мультфильмам. Самыми популярными оказались три мультфильма: "Белоснежка и семь гномов", "Винни Пух", "Микки Маус". Всего в классе 28 человек. "Белоснежку и семь гномов" выбрали 16 учеников, среди которых трое назвали еще "Микки Маус", шестеро - "Винни Пух", а один написал все три мультфильма. Мультфильм "Микки Маус" назвали 9 ребят, среди которых пятеро выбрали по два мультфильма. Сколько человек выбрали мультфильм "Винни Пух"?Решение. В этой задаче 3 множества, из условий задачи видно, что все они пересекаются между собой. Только "Белоснежку" выбрали 16-6-3-1=6 человек. Только "Микки-Маус" выбрали 9-3-2-1=3 человека.Только "Винни-Пух" выбрали 28-(6+3+3+2+6+1)=7 человек. Тогда, учитывая, что некоторые выбрали по несколько мультфильмов, получаем, что "Винни-Пух" выбрали 7+6+1+2=16 человек.
Ответ: 16 человек.
Задача 11. Из 24 учеников 5 класса музыкальную школу посещают 10 человек, художественную школу - 8 человек, спортивную школу - 12 человек, музыкальную и художественную школу- 3, художественную и спортивную школу - 2, музыкальную и спортивную школу - 2, все три школы посещает 1 человек. Сколько учеников посещают только одну школу? Сколько учащихся ничего не посещают?
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 В этой задаче 3 множества, из условий задачи видно, что все они пересекаются между собой. Только музыкальную школу посещают 10 - 3 - 2 - 1 = 4 учащихся. Только художественную школу посещают 8 - 3 - 2 - 1 = 2 учащихся. Только спортивную школу посещают 12 - 2 - 2 - 1 = 7 учащихся. Только одну школу посещают 4 + 2 + 7 = 13 учеников. Ничего не посещают 24 - (4 + 2 + 7 + 3 + 2 + 2 + 1) = 3 учащихся.
Ответ. 13 учеников посещают только одну школу, 3 учащихся ничего не посещают.
Задача 12. На полке стояло 26 различных математических игр - головоломок. В 4 из них играл и Гриша, и Саша. Игорь попробовал играть в 7 игр, которых не касались ни Гриша, ни Саша, и две головоломки, в которые играл Гриша. Всего Гриша играл в 11 математических игр - головоломок. Во сколько игр сыграл Саша?
Решение.[image: image162.png]S




 Так как Гриша всего сыграл в 11 игр, из них 4 головоломки решены Сашей и 2 головоломки - Игорем, тогда 11 - 4 - 2 = 5 игр сыграно только Гришей. Следовательно, 26 - 7 - 2 - 5 - 4 = 8 - головоломок решено только Сашей. А всего Саша сыграл в 12 игр.
Ответ: 12 игр.
Задача 13. В классе 38 человек. Из них 16 играют в баскетбол, 17 - в хоккей, 18 - в футбол. Увлекаются двумя видами спорта - баскетболом и хоккеем - четверо, баскетболом и футболом - трое, футболом и хоккеем - пятеро. Трое не увлекаются ни баскетболом, ни хоккеем, ни футболом. Сколько ребят увлекаются одновременно тремя видами спорта? Сколько ребят увлекается лишь одним из этих видов спорта?
Решение.[image: image163.jpg]



 Воспользуемся кругами Эйлера. Пусть большой круг изображает всех учащихся класса, а три меньших круга Б, Х и Ф изображают соответственно баскетболистов, хоккеистов и футболистов. Тогда фигура Z, общая часть кругов Б, Х и Ф, изображает ребят, увлекающихся тремя видами спорта. Из рассмотрения кругов Эйлера видно, что одним лишь видом спорта - баскетболом занимаются 16 - (4 + z + 3) = 9 - z; одним лишь хоккеем 17 - (4 + z + 5) = 8 - z; одним лишь футболом 18 - (3 + z + 5) = 10 – z учащихся. Составляем уравнение, пользуясь тем, что класс разбился на отдельные группы ребят; количества ребят в каждой группе обведены на рисунке рамочками: 3 + (9 - z) + (8 - z) + (10 - z) + 4 + 3 + 5 + z = 38; z = 2. Таким образом, двое ребят увлекаются всеми тремя видами спорта. Складывая числа 9 - z, 8 - z и 10 - z, где z = 2, найдем количество ребят, увлекающихся лишь одним видом спорта: (9 - 2) + (8 - 2) + (10 - 2) = 7 + 6 + 8 = 21 человек.
Ответ: 2 человека увлекаются всеми тремя видами спорта. 21 человек увлекается лишь одним видом спорта.
Задачи для самостоятельного  решения
№ 1. В олимпиаде по математике для абитуриентов приняло участие 40 учащихся, им было предложено решить одну задачу по алгебре, одну по геометрии и одну по тригонометрии. По алгебре решили задачу 20 человек, по геометрии – 18 человек, по тригонометрии – 18 человек. По алгебре и геометрии решили 7 человек, по алгебре и тригонометрии – 9 человек. Ни одной задачи не решили 3 человека.
1. Сколько учащихся решили все задачи?
2. Сколько учащихся решили только две задачи?
3. Сколько учащихся решили только одну задачу?
№ 2. Первую или вторую контрольные работы по математике успешно написали 33 студента, первую или третью – 31 студент, вторую или третью – 32 студента. Не менее двух контрольных работ выполнили 20 студентов. Сколько студентов успешно решили только одну контрольную работу?
№ 3. В классе 35 учеников. Каждый из них пользуется хотя бы одним из видов городского транспорта: метро, автобусом и троллейбусом. Всеми тремя видами транспорта пользуются 6 учеников, метро и автобусом – 15 учеников, метро и троллейбусом – 13 учеников, троллейбусом и автобусом – 9 учеников.
Сколько учеников пользуются только одним видом транспорта?
№ 4. В школе с углубленным изучением иностранных языков провели опрос среди 100 учащихся. Ученикам задали вопрос: "Какие иностранные языки вы изучаете?". Выяснилось, что 48 учеников изучают английский, 26 – французский, 28 – немецкий. 8 школьников изучают английский и немецкий, 8 – английский и французский, 13 – французский и немецкий. 24 школьника не изучают ни английский, ни французский, ни немецкий.Сколько школьников, прошедших опрос, изучают одновременно три языка: английский, французский и немецкий?
№ 5. На олимпиаде по математике школьникам предложили решить три задачи: одну по алгебре, одну по геометрии, одну по тригонометрии. В олимпиаде участвовало 1000 школьников. Результаты олимпиады были следующие: задачу по алгебре решили 800 участников, по геометрии - 700, по тригонометрии - 600.600 школьников решили задачи по алгебре и геометрии, 500 - по алгебре и тригонометрии, 400 - по геометрии и тригонометрии. 300 человек решили задачи по алгебре, геометрии и тригонометрии. Сколько школьников не решило ни одной задачи?
№ 6. На олимпиаде по физике школьникам предложили решить три задачи: одну по кинематике, одну по термодинамике, одну по оптике. Результаты олимпиады были следующие: задачу по кинематике решили 400 участников, по термодинамике – 350, по оптике – 300.300 школьников решили задачи по кинематике и термодинамике, 200 – по кинематике и оптике, 150 – по термодинамике и оптике. 100 человек решили задачи по кинематике, термодинамике и оптике. Сколько школьников решило две задачи?
№ 7. Среди прохожих провели опрос. Был задан вопрос: "Какое домашнее животное у Вас есть?" По результатам опроса выяснилось, что у 150 человек есть кошка, у 130 – собака, у 50 – птичка. У 60 человек есть кошка и собака, у 20 – кошка и птичка, у 30 – собака и птичка. У 70 человек вообще нет домашнего животного. У 10 человек есть и кошка, и собака, и птичка. Сколько прохожих приняли участие в опросе?
№ 8. На одну специальность в одном из ВУЗов поступало 120 человек. Абитуриенты сдавали три экзамена: по математике, по информатике и русскому языку. Математику сдали 60 человек, информатику – 40. 30 абитуриентов сдали математику и информатику, 30 –математику и русский язык, 25 – информатику и русский язык. 20 человек сдали все три экзамена, а 50 человек – провалили. Сколько абитуриентов сдали русский язык?
№ 9. На доске нарисованы два круга, внутри которых отмечено несколько точек. Внутри первого из них всего 190 отмеченных точек. Внутри второго — всего 230 отмеченные точки. Внутри обоих кругов одновременно находится ровно 70 точек. А сколько отмеченных точек всего?
№ 10. Восьмого марта в кино пришло 100 ребят. На приключенческий фильм было продано 87 билетов, а на комедию — 63. Сколько ребят посмотрели и тот фильм, и другой? (Каждый посмотрел по меньшей мере один из фильмов.) 
№ 11. В кондитерском отделе супермаркета посетители обычно покупают либо один торт, либо одну коробку конфет, либо один торт и одну коробку конфет. В один из дней было продано 57 тортов и 36 коробок конфет. Сколько было покупателей, если 12 человек купили и торт, и коробку конфет?
№ 12. В классе 29 человек. 15 из них занимаются в музыкальном кружке, 21 - в математическом. Сколько человек посещают оба кружка, если известно, что только Вовочка не ходит ни в один из двух кружков?
№ 13. Из 100 ребят, отправляющихся в детский оздоровительный лагерь, кататься на сноуборде умеют 30 ребят, на скейтборде — 28, на роликах — 42. На скейтборде и на сноуборде умеют кататься 8 ребят, на скейтборде и на роликах — 10, на сноуборде и на роликах — 5, а на всех трех — 3. Сколько ребят не умеют кататься ни на сноуборде, ни на скейтборде, ни на роликах? (В число умеющих кататься на сноуборде включены те, кто умеет кататься ещё на чём-либо, и так далее).
№ 14. Во дворе стоят машины. Некоторые из них — москвичи, а остальные — жигули. Некоторые из машин красные, а остальные белые. Некоторые из машин новые, а остальные — старые. Известно, что красных москвичей — 3, новых москвичей — 4, а новых красных машин — 5. При этом старых белых москвичей — 2, новых белых жигулей — 1, а старых красных москвичей вообще ни одного. Сколько во дворе новых красных москвичей, если всего машин 21, а старых белых жигулей — 6?
№ 15. Сколько существует целых положительных чисел, меньших 100, которые:
а) делятся и на 2, и на 3;
б) делятся на 2, но не на 3;
в) делятся на 3, но не на 2;
г) делятся на 3 или на 2;
д) не делятся ни на 2, ни на 3? 
№ 16. На полке стояло 26 волшебных книг по заклинаниям, все они были прочитаны. Из них 4 прочитал и Гарри Поттер, и Рон. Гермиона прочитала 7 книг, которых не читали ни Гарри Поттер, ни Рон, и две книги, которые читал Гарри Поттер. Всего Гарри Поттер прочитал 11 книг. Сколько книг прочитал только Рон?
№ 17. В пионерском лагере 70 ребят. Из них 27 занимаются в драмкружке, 32 поют в хоре, 22 увлекаются спортом. В драмкружке 10 ребят из хора, в хоре 6 спортсменов, в драмкружке 8 спортсменов; 3 спортсмена посещают и драмкружок и хор. Сколько ребят не поют, не увлекаются спортом, не занимаются в драмкружке? Сколько ребят заняты только спортом? 
№ 18. Из 100 ребят, отправляющихся в детский оздоровительный лагерь, кататься на сноуборде умеют 30 ребят, на скейтборде – 28, на роликах – 42. На скейтборде и на сноуборде умеют кататься 8 ребят, на скейтборде и на роликах – 10, на сноуборде и на роликах – 5, а на всех трех – 3. Сколько ребят не умеют кататься ни на сноуборде, ни на скейтборде, ни на роликах?
№ 19. 9 моих друзей любят бананы, 8 – апельсины, а 7 – сливы, 5 – бананы и апельсины, 3 – бананы и сливы, 4 – апельсины и сливы, 2 – бананы, апельсины и сливы. Сколько у меня друзей?
Решения, ключи и ответы к заданиям
№ 1. Запишем кратко условие и покажем решение:
· m (Е) = 40
· m (А) = 20
· m (В) = 18
· m (С) = 18
· m (А∩В) = 7
· m (А∩С) = 8
· m (В∩С) = 9
___________
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С) = 40 – 3 = 37
Обозначим разбиение универсального множества Е множествами А, В, С.
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К1 – множество учеников, решивших только одну задачу по алгебре;
К2 – множество учеников, решивших только две задачи по алгебре и геометрии;
К3 – множество учеников, решивших только задачу по геометрии;
К4 – множество учеников, решивших только две задачи по алгебре и тригонометрии;
К5 – множество всех учеников, решивших все три задачи;
К6 – множество всех учеников, решивших только две задачи, по геометрии и тригонометрии;
К7 – множество всех учеников, решивших только задачу по тригонометрии;
К8 – множество всех учеников, не решивших ни одной задачи.
Используя свойство мощности множеств и рисунок, можно выполнить вычисления:
· m (К5) = m (А∩В∩С)= m (А[image: image21.png]
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С) – m (А) – m (В) – m (С) + m (А∩В) + m (А∩С) + m (В∩С)
· m (К5) = 37 – 20 – 18 – 18+7+8+9=5
· m (К2) = m (А∩В) – m (К5) = 7 – 5=2
· m (К4) = m (А∩С) – m (К5) = 8 – 5=3
· m (К6) = m (В∩С) – m (К5) = 9 – 5=4
· m (К1) = m (А) – m (К2) – m (К4) – m (К5) = 20 – 2 – 3 – 5=10
· m (К3) = m (В) – m (К2) – m (К6) – m (К5) = 18 – 2 – 4 – 5=7
· m (К7) = m (С) – m (К4) – m (К6) – m (К5) = 18 – 3 – 4 – 5 =6
· m (К2) + m (К4) + m (К6) = 2 + 3 + 4 = 9 – число учеников решивших только две задачи;
· m (К1) + m (К3) + m (К7) = 10 + 7 + 6 = 23 – число учеников решивших только одну задачу.
Ответ: 5 учеников решили три задачи; 9 учеников решили только по две задачи; 23 ученика решили только по одной задаче.
№ 2. m (А[image: image23.png]


В) = 33
· m (А[image: image24.png]


С) = 31
· m (В[image: image25.png]


С) = 32
· m (К2) + m (К4) + m (К6) + m (К5) = 20
Найти m (К1) + m (К3) + m (К7)
· m (АUВ) = m (К1) + m (К2) + m (К3) + m (К4) + m (К5) + m (К6) = m (К1) + m (К3) + 20 = 33 =>
· m (К1) + m (К3) = 33 – 20 = 13
· m (АUС) = m (К1) + m (К4) + m (К2) + m (К5) + m (К6) + m (К7) = m (К1) + m (К7) + 20 = 31 =>
· m (К1) + m (К7) = 31 – 20 = 11
· m (ВUС) = m (К3) + m (К2) + m (К5) + m (К6) + m (К7) + m (К4) = m (К3) + m (К7) + 20 = 32 =>
· m (К3) + m (К7) = 32 – 20 = 12
· 2m (К1) + m (К3) + m (К7) = 13+11=24
· 2m (К1) + 12 = 24
· [image: image26.png]



· m (К3)= 13-6=7
· m (К7)=12-7=5
· m (К1) + m (К3) + m (К7) = 6+7+5=18
Ответ: Только одну контрольную работу решили 18 учеников.
№ 3. m (Е) = 35
· m (А∩В∩С)= m (К5) = 6
· m (А∩В)= 15
· m (А∩С)= 13
· m (В∩С)= 9
Найти m (К1) + m (К3) + m (К7)
· m (К2) = m (А∩В) - m (К5) = 15-6=9
· m (К4) = m (А∩С) - m (К5) = 13-6=7
· m (К6) = m (В∩С) - m (К5) = 9-6=3
· m (К1) + m (К3) + m (К7) = m (Е) - m (К4) - m (К2) - m (К6) - m (К5) = 35-7-9-3-6=10
Ответ: Только одним видом транспорта пользуется 10 учеников.
№ 4. [image: image164.jpg]



· Сначала определим множества и введем обозначения. Их три:множество школьников, изучающих английский ("А");
· множество школьников изучающих французский ("Ф");
· множество школьников изучающих немецкий ("Н").
Изобразим с помощью диаграммы Эйлера-Венна то, что нам дано по условию.
Изобразим то, что нам надо найти:
[image: image27.png]



Определим количество школьников для всех возможных областей.
Обозначим искомую область А=1, Ф=1, Н=1 как "х" (в таблице ниже область №7). Выразим остальные области через х.
1. Область А=0, Ф=0, Н=0: 24 школьника – дано по условию задачи.
2. Область А=0, Ф=0, Н=1: 28-(8-х+х+13-х)=7+х школьников.
3. Область А=0, Ф=1, Н=0: 26-(8-х+х+13-х)=5+х школьников.
4. Область А=0, Ф=1, Н=1: 13-х школьников.
5. Область А=1, Ф=0, Н=0: 48-(8-х+х+8-х)=32+х школьников.
6. Область А=1, Ф=0, Н=1: 8-х школьников.
7. Область А=1, Ф=1, Н=0: 8-х школьников.
Запишем значения областей в таблицу:
	№
области
	А
	Ф
	Н
	Количество
школьников

	0
	0
	0
	0
	24

	1
	0
	0
	1
	7+х

	2
	0
	1
	0
	5+х

	3
	0
	1
	1
	13-х

	4
	1
	0
	0
	32+х

	5
	1
	0
	1
	8-х

	6
	1
	1
	0
	8-х

	7
	1
	1
	1
	х


Изобразим значения для всех областей с помощью диаграммы:
Определим х[image: image165.jpg]



:24 + 7 + (х + 5) + х + (13 – х) + (32 + х) + (8 – х) + (8 – х) + х = 100.
х = 100 – (24 + 7 + 5 + 13 + 32 + 8 + 8) = 100 – 97 = 3.
[image: image166.jpg]



Получили, что 3 школьника изучают одновременно три языка: английский, французский и немецкий.Так будет выглядеть диаграмма Эйлера-Венна при известном х:
Ответ: 3 школьника.
№ 5. Сначала определим множества и введем обозначения. Их три: 
· множество задач по алгебре ("А");
· множество задач по геометрии ("Г");
· множество задач по тригонометрии ("Т").
Изобразим с помощью диаграммы Эйлера-Венна то, что нам дано по условию:
[image: image28.png]



Изобразим то, что нам надо найти:
[image: image29.png]



Определим количество школьников для всех возможных областей.
Обозначим искомую область А=0, Г=0, Т=0 как "х" (в таблице ниже область № 0). 
Найдем остальные области:
1. Область А=0, Г=0, Т=1: школьников нет.
2. Область А=0, Г=1, Т=0: школьников нет.
3. Область А=0, Г=1, Т=1: 100 школьников.
4. Область А=1, Г=0, Т=0: школьников нет.
5. Область А=1, Г=0, Т=1: 200 школьников.
6. Область А=1, Г=1, Т=0: 300 школьников.
7. Область А=1, Г=1, Т=1: 300 школьников.
Запишем значения областей в таблицу:
	№
области
	А
	Г
	Т
	Количество
школьников

	0
	0
	0
	0
	х

	1
	0
	0
	1
	0

	2
	0
	1
	0
	0

	3
	0
	1
	1
	100

	4
	1
	0
	0
	0

	5
	1
	0
	1
	200

	6
	1
	1
	0
	300

	7
	1
	1
	1
	300


Изобразим значения для всех областей с помощью диаграммы:
[image: image30.png]



Определим х:
х=U – (A V Г V Т), где U – универсум.
U=1000.
A V Г V Т=0+0+0+300+300+200+100=900.
x=1000 – 900=100. 
Получили, что 100 школьников не решило ни одной задачи.
Ответ: 100 школьников.
№ 6. Сначала определим множества и введем обозначения. Их три:
· множество задач по кинематике ("К");
· множество задач по термодинамике ("Т");
· множество задач по оптике ("О").
Изобразим с помощью диаграммы Эйлера-Венна то, что нам дано по условию:
[image: image31.png]



Изобразим то, что нам надо найти:
[image: image32.png]



Определим количество школьников для всех возможных областей:
0) Область К=0, Т=0, О=0:не определено.
1) Область К=0,Т=0, О=1: 50 школьников.
2) Область К=0, Т=1, О=0:школьников нет.
3) Область К=0, Т=1, О=1:50 школьников.
4) Область К=1, Т=0, О=0:школьников нет.
5) Область К=1, Т=0, О=1:100 школьников.
6) Область К=1, Т=1, О=0:200 школьников.
7) Область К=1, Т=1, О=1:100 школьников.
Запишем значения областей в таблицу:
	№
области
	К
	Т
	О
	Количество
школьников

	0
	0
	0
	0
	-

	1
	0
	0
	1
	50

	2
	0
	1
	0
	0

	3
	0
	1
	1
	50

	4
	1
	0
	0
	0

	5
	1
	0
	1
	100

	6
	1
	1
	0
	200

	7
	1
	1
	1
	100


Изобразим значения для всех областей с помощью диаграммы:
[image: image33.png]e




Определим х.
х = 200 + 100 + 50 = 350.
Получили, 350 школьников решило две задачи.
Ответ: 350 школьников.
№ 7. Сначала определим множества и введем обозначения. Их три:
· множество людей, у которых есть кошка ("К");
· множество людей, у которых есть собака ("С");
· множество людей, у которых есть птичка ("П").
Изобразим с помощью диаграммы Эйлера-Венна то, что нам дано по условию:
[image: image34.png]



Изобразим то, что нам надо найти:
[image: image35.png]



Определим количество человек для всех возможных областей:
0) Область К=0, С=0, П=0: 70 человек.
1) Область К=0, С=0, П=1: 10 человек.
2) Область К=0, С=1, П=0: 50 человек.
3) Область К=0, С=1, П=1: 20 человек.
4) Область К=1, С=0, П=0: 80 человек.
5) Область К=1, Т=0, О=1: 10 человек.
6) Область К=1, Т=1, О=0: 50 человек.
7) Область К=1, Т=1, О=1: 10 человек.
Запишем значения областей в таблицу:
	№
области
	К
	C
	П
	Количество
человек

	0
	0
	0
	0
	70

	1
	0
	0
	1
	10

	2
	0
	1
	0
	50

	3
	0
	1
	1
	20

	4
	1
	0
	0
	80

	5
	1
	0
	1
	10

	6
	1
	1
	0
	50

	7
	1
	1
	1
	10


Изобразим значения для всех областей с помощью диаграммы:
[image: image36.png]



Определим х:
х = U (универсум)
U = 70 + 10 + 50 + 20 + 80 + 10 + 50 +10 = 300.
Получили, что 300 человек приняли участие в опросе.
Ответ: 300 человек.
№ 8. Сначала определим множества и введем обозначения. Их три:
· множество абитуриентов, сдавших математику ("М");
· множество абитуриентов, сдавших информатику ("И");
· множество абитуриентов, сдавших русский язык ("Р");
Изобразим с помощью диаграммы Эйлера-Венна то, что нам дано по условию:
[image: image37.png]



Изобразим то, что нам надо найти:
[image: image38.png]



Определим количество абитуриентов для всех возможных областей.
Обозначим искомую область как "х".
0) Область М=0, И=0, Р=0: 50 абитуриентов.
1) Область М=0, И=0, Р=1: х-35 абитуриентов.
2) Область М=0, И=1, Р=0: 5 абитуриентов.
3) Область М=0, И=1, Р=1: 20 абитуриентов.
4) Область М=1, И=0, Р=0: 80 абитуриентов.
5) Область М=1, И=0, Р=1: 10 абитуриентов.
6) Область М=1, И=1, Р=0: 50 абитуриентов.
7) Область М=1, И=1, Р=1: 10 абитуриентов.
Запишем значения областей в таблицу:
	№
области
	М
	И
	Р
	Количество
абитуриентов

	0
	0
	0
	0
	50

	1
	0
	0
	1
	х - 35

	2
	0
	1
	0
	5

	3
	0
	1
	1
	5

	4
	1
	0
	0
	20

	5
	1
	0
	1
	10

	6
	1
	1
	0
	10

	7
	1
	1
	1
	20


Изобразим значения для всех областей с помощью диаграммы:
[image: image39.png]Ly




Определим х:
х = 120 – 50 – (20 + 10 + 5) = 35.
Получили, что 35 абитуриентов сдали русский язык.
Так будет выглядеть диаграмма Эйлера-Венна при известном х:
[image: image40.png]w5




Ответ: 35 абитурентов.
 № 9. Ответ: 350.
№ 10. Ответ: 50.
№ 11. Ответ: 81.
№ 12.  Ответ: 8.
№ 13. Ответ: 20.
№ 14. Ответ: 3.
№ 15.  Ответ: а) 16; б) 33; в) 17; г) 66; д) 34.
№ 16. Ответ: 8
№ 17. Ответ: 5.
№ 18. Ответ: 20.
№ 19. Ответ: 14 друзей. 
Заключение
Диаграммы Эйлера — это общее название целого ряда способов графической иллюстрации, широко используемых в различных областях математики: теория множеств, теория вероятностей, логика, статистика, компьютерные науки, и др. Применение кругов Эйлера позволяет даже пятикласснику легко решать задачи, которые обычным путем решаются только в старших классах.
Инвариант
Такие задачи довольно часто встречаются на олимпиадах. Если не знать принцип их решения, то решить их довольно трудно. А надо всего лишь искать то, что не меняется при указанных преобразованиях.
Сначала рассмотрим классическую задачку на инвариант.
На столе стоят вверх дном семь стаканов. Разрешается переворачивать одновременно любые два стакана (разумеется, можно перевернуть любой стакан, стоящий вверх дном, так, чтобы он стоял на дне, а можно перевернуть любой стоящий правильно стакан так, чтобы он стал стоять вверх дном). Можно ли добиться того, чтобы все семь стаканов на столе стояли на дне?
Конечно же, сначала нужно попробовать попереворачивать стаканы. Однако довольно быстро становится понятно, что так просто эта задачка не решается. Тогда возникает желание доказать, что добиться требуемой расстановки стаканов невозможно. Как это сделать? Давайте сравним количества стаканов, стоящих на дне и вверх дном. Сначала мы имеем 7 стаканов, которые стоят вверх дном и 0 стаканов, стоящих на дне. Мы можем перевернуть любые два стакана. Какие бы стаканы мы ни выбрали, у нас будет 5 стаканов вверх дном и 2 стакана, стоящих правильно. В следующий раз мы можем перевернуть стаканы различными способами. Так, мы можем поставить на дно два стакана, стоящих вверх дном. Тогда у нас останется 3 стакана, стоящих вверх дном, а 4 стакана будут стоять правильно. Мы можем перевернуть один стакан, стоящий вверх дном, и один стакан, стоящий правильно. Тогда ничего не изменится, и у нас останется 5 стаканов, стоящих вверх дном, и 2 стакана, стоящих на дне. И последний вариант: мы можем перевернуть два стакана, которые стоят на дне. Тогда получим исходную ситуацию, а именно 7 стаканов вверх дном и 0 стаканов, стоящих правильно.
Давайте посмотрим, что общего во всех этих ситуациях. Найдем разность числа стаканов, стоящих вверх дном, и числа стаканов, стоящих на дне. В исходном варианте эта разность равна семи. После первого переворачивания она становится равна трем. А дальше, в зависимости от выбранного варианта переворачивания стаканов, она станет равной 1, 3 или 7. Мы видим, что эта разность может измениться только на 4. И в данном случае неважно, что исходно мы рассматривали 7 стаканов, которые были перевернуты вверх дном. Если вы рассмотрите случай, когда a стаканов стоят на дне, а b стаканов — вверх дном, вы придете к тому же самому выводу. В качестве полезного и простого упражнения попробуйте сделать это сами. Предположим, что нам удалось, переворачивая стаканы, добиться их правильного расположения. Тогда в конечной ситуации разность между числом стаканов, стоящих вверх дном, и числом стаканов, стоящих правильно, равна -7. И мы видим, что число -7 отличается от 7 на 14 — это число не кратно 4. Следовательно, действуя описанным в условии задачи способом, добиться того, что все 7 стаканов будут стоять на дне, невозможно.
В рассмотренной задаче инвариантом был остаток от деления на 4 разности числа стаканов, стоящих вверх дном, и числа стаканов, стоящих на дне. Он должен всегда оставаться равным 3.
На чем основано решение задач с помощью инварианта? Каким образом можно его найти? Какие существуют виды инварианта? Одним словом, что же это такое – инвариант? 
Инвариант значит "неизменный".
Инвариантом некоторого преобразования называется величина или свойство, не изменяющееся при этом преобразовании.
· в качестве инварианта  чаще всего рассматриваются четность (нечетность), остаток от деления,  знак произведения (встречаются и другие инварианты, например, перестановки, раскраски). 
Главная трудность при решении задач на инварианты состоит в его поиске. Нахождение инварианта является самым важным шагом на пути к решению задачи.
Поиск инварианта.
1. Инвариант - четность.
Сформулируем наиболее важное утверждение, на котором основано применение идеи четности и нечетности. 
· Четность суммы нескольких целых чисел совпадает с четностью количества нечетных слагаемых. 
 Это утверждение используется при решении задач, где инвариантом является четность суммы.
Приведем примеры:
1. Число 1+2+...+10 - нечетное, так как в сумме 5 нечетных слагаемых.
2. Число 3+5+7+9+11+13 - четное, так как в сумме 6 нечетных слагаемых.
· Важно понимать, число х+2 имеет ту  же четность, что и число х (эти числа или оба четные, или оба нечетные), а числа а и а+1 имеют разную четность (если а – четное число, то  а + 1 – нечетное, а если а – нечетно, то а + 1 – четно).
Используя эти утверждения, можем приступить к решению следующих задач. 
Задача 1. На столе стоят 7 стаканов - все вверх дном. Разрешается за один раз перевернуть любые 4 стакана. Можно ли за несколько раз добиться того, чтобы все стаканы стояли правильно, то есть вниз дном?
Решение. На столе вверх дном стоит нечетное число стаканов. Для того чтобы все стаканы стояли правильно нужно, чтобы число, стоящих вверх дном стаканов, равнялось нулю, т. е. четному числу. Перевернуть 4 стакана можно несколькими способами. Рассмотрим их.
1. Если перевернуть 4 стакана, то на столе останется нечетное число стаканов, стоящих вверх дном. 
2. Перевернув 3 стакана, а затем 1 разными способами, мы, по сути, перевернем 2 стакана. 2 – четное число, значит, на столе стоящих вверх дном стаканов останется нечетное количество. 
3. И, наконец, перевернув 2 и 2 стакана разными способами, мы снова получим нечетное число, стоящих вверх дном стаканов, так как, по сути, мы не изменили ситуацию. Следовательно, невозможно добиться того, чтобы все стаканы стояли правильно, то есть вниз дном.
Таким образом, в задаче остается неизменным то, что количество перевернутых вверх дном стаканов – нечетное число. Значит, инвариантом является нечетность количества неправильно стоящих стаканов. 
Задача 2. На доске написаны числа 1, 2, 3, ... , 2004, 2005, 2006, 2007. Разрешается стереть с доски любые два числа и вместо них записать модуль их разности. В конце концов, на доске останется одно число. Может ли оно равняться нулю?
Решение. Сумма всех записанных на доске чисел будет нечетной, так как количество нечетных чисел – нечетно. При стирании двух чисел возможны 3 варианта:
а) стираются 2 четные числа, тогда модуль разности будет четным числом, а новая сумма будет числом нечетным;
б) стираются 2 нечетные числа, тогда модуль разности будет четным числом, а новая сумма будет числом нечетным;
в) стираются 1 четное и 1 нечетное число, тогда модуль разности будет нечетным числом, а новая сумма будет снова числом нечетным;
Таким образом, в любом случае, на доске останется нечетное число. Так как нуль  – число четное, то оставшееся число нулем быть не может.
В этой задаче инвариант – это нечетность суммы всех чисел, записанных на доске.
Задача 3. Числа 0, 1, 2, … , 9 записаны по кругу. За один ход разрешается прибавить к двум соседним числам одно и то же целое число. Можно ли за несколько ходов получить десять нулей?
Решение. В этой задаче полезно найти сумму всех данных чисел. Найдем сумму чисел, записанных по кругу, она равна 45. Прибавляя 2 одинаковых целых числа к соседним числам, мы к нечетному числу прибавляем четное: сумму двух одинаковых целых чисел, следовательно, получим нечетное число. Таким образом, характер четности суммы не меняется: она по-прежнему остается нечетной. Так как сумма 10 нулей – нуль – число четное, то указанными преобразованиями получить 10 нулей нельзя.
Инвариантом в этой задаче является нечетность суммы чисел.
Задача 4. В вершинах куба записаны числа 2, 0, 0, 3, 1, 9, 5, 7. За один ход разрешается прибавить к числам, стоящим на концах одного ребра, одно и то же целое число. Можно ли за несколько ходов получить нули во всех вершинах?
Решение. Так как сумма данных чисел: число 27 – нечетное, а при прибавлении двух одинаковых целых чисел четность суммы не меняется, то получить все нули во всех вершинах невозможно, так как сумма восьми нулей – число четное.
В этой задаче инвариант – нечетность суммы чисел, записанных в вершинах куба.
Задача 5. На чудо - дереве садовник вырастил 45 груш и 50 яблок. Каждый день он срывает 2 плода и тут же на дереве вырастает новый. Причем, если он срывает 2 одинаковых плода, то вырастает яблоко, а если – 2 разных, то вырастает груша. Каким окажется последний плод на дереве?
Решение. Рассмотрим возможные случаи: 
1) Садовник сорвал 2 яблока, тогда вырастает 1 яблоко и на дереве будет 45 груш и 49 яблок.
2) Садовник сорвал 2 груши, в этом случае вырастает 1 яблоко и на дереве будет 43 груши и 51 яблоко.
3) Если же садовник срывает 2 разных плода: яблоко и грушу, то на дереве вырастает груша и всего плодов будет: 45 груш и 49 яблок.
Итак, можно заметить, что в каждом из трех случаев неизменным остается одно, а именно: количество груш – нечетное число. Значит, инвариантом будет нечетность числа груш на дереве, а поэтому последним плодом окажется груша.
Задача 6. Круг разбит на 10 секторов, в каждом из которых стоит по одной фишке. Одним ходом разрешается любые 2 фишки передвинуть в соседние секторы. Удастся ли через несколько ходов все фишки собрать в одном секторе?
Решение. Пронумеруем сектора последовательно числами 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 и присвоим каждой фишке номер сектора, в котором она находится. При передвижении какой-либо фишки в соседний сектор номер фишки меняется на единицу. Поэтому четность суммы номеров всех фишек при любых передвижениях двух фишек не меняется. В первоначальном положении сумма всех номеров фишек была равна 1 + 2 +…+ 10 = 55 (нечетное число). Если бы все фишки удалось собрать в одном секторе, то сумма номеров была бы четной, так как сумма десяти одинаковых чисел – четное число. Значит, собрать фишки в одном секторе не удастся.
В этой задаче инвариантом будет нечетность суммы номеров секторов.
Вывод. При решении задач, аналогичных задачам 1, 2, 3, 4, 5 и 6 , нужно учитывать сохранение четности суммы чисел.
Задача 7. Учитель написал на листке бумаге число 10. 25 учеников передают листок друг другу, и каждый прибавляет к числу или отнимает от него единицу – как хочет. Можно ли в результате получить число 0?
Решение. От прибавления или вычитания единицы меняется характер четности числа: после первого ученика число становится нечетным; после второго четным; после третьего – нечетным. Следовательно, если 25 раз менять характер четности числа 10, в результате получится нечетное число. Значит, число 0 получиться не может.
В этой задаче инвариантом будет чередование четности и нечетности числа после совершения над ним предложенной операции.
Задача 8. Конь вышел с поля а1 шахматной доски и через несколько ходов вернулся на него. Докажите, что он сделал четное число ходов.
Решение. При каждом своем ходе конь меняет цвет поля, поэтому при возвращении обратно он должен сделать четное число ходов.
Инвариантом в данной задаче будет изменение цвета клетки при изменении четности хода.
Задача 9. На плоскости расположено 13 шестеренок, соединенных по цепочке. Могут ли все шестеренки вращаться одновременно? А если шестеренок 14?
Решение. Пусть первая шестеренка вращается по часовой стрелке, тогда вторая – против часовой стрелки, третья – по часовой стрелке и т. д. Получим, что двенадцатая будет вращаться против часовой стрелки, а тринадцатая – по часовой стрелке. Значит, первая должна вращаться против часовой стрелки, что противоречит тому, что она вращается по часовой стрелке. Поэтому, все 13 шестеренок вращаться одновременно не могут. А вот 14 уже могут.
В задаче неизменно то, что каждая четная шестеренка вращается против часовой стрелки, а каждая нечетная – по часовой стрелке, поэтому инвариантом в этой задаче является чередование четности и нечетности места шестеренки.  
Задача 10. 2003 человека выстроились в шеренгу. Всегда ли можно их расставить по росту, если за один ход разрешается переставлять только двух человек, стоящих через одного?
Решение. Нет, так как при перестановке сохраняется четность номера места. Поэтому, если самый высокий человек, например, стоит вторым, то он никогда не станет первым. 
Здесь число 2003 роли не играет.
Инвариантом в этой задаче является сохранение четности или нечетности места человека.     
Задача 11. 100 фишек стоят в ряд. Любые две фишки, расположенные через одну, можно менять местами. Удастся ли расположить фишки в обратном порядке?
Решение. Так как при перестановке фишек четность места фишки сохраняется, то первую фишку никогда не сделать последней (1 – число нечетное, а 100 – число четное).
В этой задаче не меняется четность или нечетность места той или иной фишки, а значит, инвариантом будет чередование четных и нечетных мест.

Вывод. При решении подобных задач важно найти чередующиеся объекты.
При решении задач 12, 13, 14 необходимо научиться объекты разбивать на пары.
Задача 12. Все костяшки домино выложены в цепь. На одном конце цепи оказалось 3 очка. Сколько очков на другом конце?
Решение. Всего костяшек с тройкой на конце 7: 0-3, 1-3, 2-3, 3-3, 4-3, 5-3, 6-3. Костяшка 3-3 имеет «тройку» на обоих концах. Без нее остается 6 костяшек. Так как при игре в домино в цепи они должны располагаться парами, то на другом конце цепи будет 3 очка.
Инвариантом в данной задаче будет наличие для каждой тройки пары. 
Задача 13. При дворе короля Артура собрались 30 рыцарей, причем каждый из них имеет среди присутствующих не более 14 врагов. Докажите, что Мерлин, советник Артура, может так рассадить рыцарей за Круглым Столом, что ни один из них не будет сидеть рядом со своим врагом.
Решение. Рассадим рыцарей за Круглым Столом произвольным образом. Если при этом получится, что никакие два врага не сидят рядом, то требование задачи выполнено. В противном случае рассмотрим рыцаря А, сидящего слева от своего врага В. Среди друзей рыцаря А обязательно найдется такой рыцарь С, что его правый сосед D – друг рыцаря В (иначе у рыцаря В врагов более 14). Поменяем рыцарей В и С местами. При этом рыцарь В станет соседом рыцаря D, рыцарь С – соседом рыцаря А. Остальные пары соседей не изменятся. Поступая аналогично с рыцарями, сидящими со своими врагами, мы придем к  искомому расположению рыцарей за Круглым Столом.
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Задача 14. Можно ли по правилам игры в домино выложить все 28 костей в одну цепочку так, чтобы сумма на ее концах была нечетной? (Дубли кладем вдоль цепи, конечной считаем вторую половину кости).
Решение. В наборе домино клеток-половинок кости с одинаковым количеством очков 8 штук, а в цепи они стоят подряд по 2 или 4. Значит, на концах может оказаться только разорванная пара. Поэтому сумма очков на концах будет четной. Значит, выложить цепь так, что сумма очков на концах была нечетной, нельзя.
Здесь инвариантом является то, что каждая половинка костяшки имеет пару.
Рассмотрим  последний вид задач, где инвариантом является четность.
Задача 15. В древней рукописи приведено описание города, расположенного на 8 островах. Острова соединены между собой и с материком мостами. На материк выходят 5 мостов; на 4 островах берут начало 4 моста, на 3 островах берут начало 3 моста и на один остров можно пройти только по одному мосту. Может ли быть такое расположение мостов?
Решение. Найдем число концов у всех мостов: 5+4×4+3×3+1=31.
Число 31 является нечетным. Так как число концов у всех мостов должно быть четным, то такого расположения мостов быть не может. 
Инвариант – четность числа концов моста.
Задача 16. На доске написаны в строку 2003 целых числа. Докажите, что из них можно стереть одно число так, что сумма оставшихся чисел будет четной. Верно ли это для 2002 чисел?
Решение. Рассмотрим 3 случая.
а) Среди 2003 целых чисел есть четные и нечетные числа. Если количество нечетных чисел нечетно, то стираем любое из них. Если количество нечетных чисел четно, то из 2003 целых чисел хотя бы одно четное. Его и стираем.
б) Пусть все 2003 числа – нечетные. Тогда стираем любое из них.
в) Пусть все 2003 числа – четные. В этом случае стираем любое из них.
В случае, когда чисел 2002 и все они нечетные, оставшаяся сумма не может быть четной. Поэтому для 2002 целых чисел это неверно.
Инвариантом в этой задаче является то, что сумма нечетного количества нечетных чисел – нечетное число. 
Задача 17. Страницы книги пронумерованы подряд с первой до последней страницы. Хулиган Вася вырвал из разных мест книги 17 листов и сложил номера всех 34 вырванных страниц. У него получилось число 2002. Правильно ли Вася сосчитал?
Решение. На каждом из 17 листов сумма номеров двух страниц число нечетное, так как на одной странице номер четный, а на другой – нечетный. Тогда сумма 17 нечетных чисел будет нечетной. Так как 2002 – число четное, то Вася ошибся при подсчете.
Инвариант – сумма 17 нечетных чисел – нечетное число.
Инвариант – остаток от деления.
Если в задаче, при делении данных чисел на какое-то число, остаток не изменяется, то, возможно, он является инвариантом. Для того, чтобы понимать, будет ли тот или иной остаток от деления инвариантом, решим следующие задачи.
Задача 18. Мише учитель математики поставил в дневник отметку «2». Миша, желая скрыть от мамы данный факт, порвал свой дневник на 4 части. Этого ему показалось мало, поэтому некоторые из этих частей (может быть и не все)  он порвал на 4 части и так далее. Мама нашла 20 «кусочков» дневника. Все ли куски нашла мама?
Решение. Для того, чтобы решить задачу, необходимо ответить на вопрос: «Какое число обрывков могло получиться?» Сначала Миша порвал дневник на 4 части. Если он порвал на 4 части  один из четырех кусочков, то их станет 4+ 3 = 7. Если Миша и дальше будет рвать кусочки на 4 части, то их будет получаться 4 +6 = 10, 4 + 9 = 13, 4 + 12 = 16, 4 + 15 =19,     4 +18 =22 и так далее. Таким образом, кусочков может быть 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, …  Значит, мама нашла не все кусочки. Можно заметить, что при делении каждого из этих чисел  на 3 получается остаток 1.
 В данной задаче в качестве инварианта выступил остаток от деления на 3.
Задача 19. Хулиганы Вася и Петя порвали школьную стенгазету, в которой была заметка об их плохой учебе. Причем Вася рвал каждый кусок на 5 частей, а Петя на 9. Заместитель директора школы, заметив такое безобразие, потребовала собрать обрывки стенгазеты. Ребята нашли 1999 обрывков. Все ли обрывки были найдены и почему?
Решение. Рассмотрим, какое число обрывков могло получиться. Если Вася первоначально порвал стенгазету на 5 кусков, а затем один из кусков снова на 5, то всего их получается 9. Если теперь Вася будет дальше рвать некоторые куски на 5, а Петя на 9, то число кусочков может получиться 5, 9, 13, 17, 21 и т. д. Можно заметить, что общее число кусков можно записать как 4n+1. Так как 1999=499×4+3, то ученики собрали не все обрывки стенгазеты.
В данной задаче в качестве инварианта выступил остаток от деления на 4.
Инвариант – знак произведения.
Сформулируем наиболее важное утверждение, которое используется при решении задач, где в качестве инварианта выступает знак произведения:
· Знак произведения нескольких (отличных от нуля) чисел определяется четностью количества отрицательных множителей.
Приведем примеры:
1. Число (-1) × (-2) × (-3) × (-4) положительно, так как в произведении четное число отрицательных множителей.
2. Число (-1) × 2 × (-3) × 4 × (-5) отрицательно, так как в произведении нечетное число отрицательных множителей.
Применяя это утверждение, решим следующие задачи.
Задача 20. В каждую клетку квадратной таблицы размером 25×25 вписано произвольно одно из чисел: +1 или -1. Под каждым из столбцов записывается произведение всех чисел данного столбца, а справа от каждой строки – произведение всех чисел данной строки. Может ли сумма всех 50 произведений быть равной нулю?
Решение. Перемножая все 50 произведений, мы получим 1, так как в каждое произведение любое из чисел, вписанных в клетки таблицы, войдет 2 раза - один раз в произведение по строкам, один раз – по столбцам. Тогда в число пятидесяти  множителей будет входить четное число произведений, с «-1». Поэтому сумма четного числа произведений, с  «1»,  и четного числа произведений, с «-1», не может быть равна 0. (Одинакового числа слагаемых не будет, так как  50 : 2 = 25 – число нечетное.)  
Инвариантом в этой задаче будет знак произведения 50 множителей. 
Вывод: При решении задач, аналогичных задачам 24 и 25, используется идея – нахождение произведения чисел.
Наряду с задачами на инвариант, на олимпиадах довольно часто встречаются и задачи на полуинвариант. Полуинвариант — это некоторая величина, которая в отличие от инварианта не остается неизменной, а увеличивается или уменьшается и может принимать при этом лишь конечное число различных значений.
Лучше всего рассмотреть, как решать такие задачи, на примерах.
Задача 1. В квадрате 20 х 20 стоят 400 ненулевых чисел. Можно изменить знак у всех чисел, стоящих в одном столбце или в одной строке. Докажите, что за конечное число таких операций можно добиться того, что сумма чисел, стоящих в любой строке или в любом столбце, будет неотрицательной.
Решение. Полуинвариантом здесь будет сумма всех чисел в таблице. Пусть сумма чисел, стоящих в каком-либо столбце или в какой-либо строке, отрицательна. Поменяем знак у всех этих чисел. Тогда сумма всех чисел в таблице увеличится. Однако эта сумма может принимать лишь конечное число значений — все они получаются расстановками знаков “плюс’’ и “минус’’ перед числами таблицы. Поэтому на каком-то шаге сумма всех чисел перестанет расти. Такая сумма и даст требуемую таблицу.
Задача 2. У каждого члена парламента не более трех врагов. Докажите, что парламент можно разбить на две палаты так, что у каждого его члена в одной с ним палате будет не более одного врага.
Решение. В качестве полуинварианта возьмем суммарное число пар врагов, которые находятся в одной палате. Разобьем парламент на две палаты произвольным образом. Рассмотрим одного парламентария. Пусть у этого парламентария в одной с ним палате не менее двух врагов. Тогда переместим этого парламентария во вторую палату. При этом общее число пар врагов лишь уменьшится. Поскольку это число целое неотрицательное, то оно может принимать только конечное число значений. Тем самым, за конечное число шагов мы получим требуемое разбиение парламентариев на две палаты.
Задача 3. По окружности расставлены n натуральных чисел. Между каждыми двумя соседними числами записывают их наибольший общий делитель. После этого исходные числа стирают, а с оставшимися проделывают то же самое. Докажите, что через несколько шагов все числа станут равными.
Решение. В качестве инварианта рассмотрим сумму всех чисел на окружности. Ясно, что после каждого шага она может только уменьшиться, если не все числа равны, и остаться неизменной, если все числа равные. Кроме того, эта сумма неотрицательна. Следовательно, она может принимать только конечное число значений. Когда сумма чисел перестанет уменьшаться, мы получим равные числа.
Задача 4. На плоскости даны 2n точек. Докажите, что эти точки можно соединить n попарно непересекающимися отрезками.
Решение. В качестве инварианта рассмотрим сумму всех чисел на окружности. Ясно, что после каждого шага она может только уменьшиться, если не все числа равны, и остаться неизменной, если все числа равные. Кроме того, эта сумма неотрицательна. Следовательно, она может принимать только конечное число значений. Когда сумма чисел перестанет уменьшаться, мы получим равные числа.
Задачи для самостоятельного  решения
№ 1. В алфавите языка племени УЫУ всего две буквы: У и Ы, причем этот язык обладает такими свойствами: если из слова выкинуть стоящие рядом буквы УЫ, то смысл слова не изменится. Точно так же смысл слова не изменится при добавлении в любое место слова буквосочетания ЫУ или УУЫЫ. Можно ли утверждать, что слова УЫЫ и ЫУУ имеют одинаковый смысл?
№ 2. Круг разделен на 6 секторов, в каждом из которых стоит фишка. Разрешается за один ход сдвинуть любые две фишки в соседние с ними сектора. Можно ли с помощью таких операций собрать все фишки в одном секторе?
№ 3. На доске написаны числа 1, 2, 3, …, 19, 20. Разрешается стереть любые два числа a и b и вместо них написать число a + b – 1. Какое число может остаться на доске после 19 таких операций?
№ 4. На доске выписаны числа 1, 2, …, 20. Разрешается стереть любые два числа a и b и заменить их на число ab + a + b. Какое число может остаться на доске после 19 таких операций?
№ 5. На шести елках сидят шесть чижей, на каждой елке – по чижу. Елки растут в ряд с интервалами в 10 метров. Если какой-то чиж перелетает с одной елки на другую, то какой-то другой чиж обязательно перелетает на столько же метров, но в обратном направлении. Могут ли все чижи собраться на одной елке? А если чижей и елок – семь?
№ 6. В таблице 3 × 3 одна из угловых клеток закрашена черным цветом, все остальные – белым. Докажите, что с помощью перекрашивания строк и столбцов нельзя добиться того, чтобы все клетки стали белыми. Под перекрашиванием строки или столбца понимается изменение цвета всех клеток в строке или столбце.
№ 7. В таблице 8 × 8 все четыре угловые клетки закрашены черным цветом, все остальные – белым. Докажите, что с помощью перекрашивания строк и столбцов нельзя добиться того, чтобы все клетки стали белыми. Под перекрашиванием строки или столбца понимается изменение цвета всех клеток в строке или столбце.
№ 8. На доске написаны числа 1, 2, 3, …, 1989. Разрешается стереть любые два числа и написать вместо них разность этих чисел. Можно ли добиться того, чтобы все числа на доске были нулями?
№ 9. В стране Серобуромалин живет 13 серых, 15 бурых и 17 малиновых хамелеонов. Когда встречаются два хамелеона разного цвета, они одновременно приобретают окраску третьего цвета (например, серый и бурый становятся малиновыми). Может ли через некоторое время оказаться, что все хамелеоны имеют один цвет?
№ 10. В вершинах правильного 12-угольника расставлены числа + 1 и – 1 так, что во всех вершинах, кроме одной, стоят + 1. Разрешается изменять знак в любых k подряд идущих вершинах. Можно ли такими операциями добиться того, чтобы единственное число – 1 сдвинулось в соседнюю с исходной вершину, если а) k = 3; б) k = 4; в) k = 6?
№ 11. На доске написаны шесть чисел: 1, 2, 3, 4, 5, 6. За один ход разрешается к любым двум из них одновременно добавлять по единице. Можно ли за несколько ходов все числа сделать равными? 
№ 12. 100 фишек выставлены в ряд. Разрешено менять местами две фишки, стоящие через одну. Можно ли с помощью таких операций переставить все фишки в обратном порядке? 
№ 13. Вера, Надя и Люба решали задачи. Чтобы дело шло быстрее, они купили конфет и условились, что за каждую решенную задачу девочка, решившая ее первой, получает четыре конфеты, решившая второй — две, а решившая последней — одну. Девочки говорят, что каждая из них решила все задачи и получила 20 конфет, причем одновременных решений не было. Может ли такое быть? 
№ 14. Дана шахматная доска. Разрешается перекрашивать в другой цвет сразу все клетки какой-либо горизонтали или вертикали. Может ли при этом получиться доска, у которой ровно одна черная клетка? 
№ 15. На доске написано число 12. В течение каждой минуты число либо умножают, либо делят на 2 или на 3, и результат записывают на доску вместо исходного числа. Докажите, что число, которое будет написано на доске ровно через час, не может быть равно 54. 
№ 16. На острове Серобуромалин живет 13 серых, 15 бурых и 17 малиновых хамелеонов. Когда встречаются два хамелеона разного цвета, они одновременно перекрашиваются в третий цвет. Может ли через некоторое время оказаться, что все хамелеоны имеют один цвет? 
№ 17. В магазин привезли несколько коробок с конфетами. Продавец раскладывал конфеты из каждой маленькой коробки в 18 пакетов, а из каждой большой – в 27 пакетов. Разложив все конфеты, продавец насчитал 352 пакета с конфетами. Докажите, что он ошибся.
№ 18. По кругу записаны числа 1, 2, 3, … , 99, 100. Разрешается прибавить или отнять от числа модуль разности соседних чисел и записать вместо него полученный результат. Можно ли после нескольких таких операций получить одинаковые числа?
№ 19. Сумма 507 чисел - четное число. Каким, четным или нечетным будет произведение этих чисел?
№ 20. По конвейеру идут листы для печати. Первый принтер печатает нечетные страницы, второй – четные. Один принтер пропустил одну страницу, тогда сумма страниц стала равна 5038. Скажите, какой принтер пропустил страницу, если было 50 листов?
№ 21. На постройке дома работали три бригады. Они работали разное количество смен. Первая бригада клала за смену 216 кирпичей, вторая – 252 кирпича, третья – 162.Когда дом был построен, количество затраченных кирпичей оказалось равным 2508. Скажите, точно ли посчитали кирпичи?
№ 22. 16 корзин расположили по кругу. Можно ли в них разложить 55 арбузов так, чтобы количество арбузов в любых двух соседних корзинах отличалось на 1?
№ 23. Квадрат 5×5 заполнен числами так, что произведение чисел в каждой строке отрицательно. Доказать, что найдется столбец, в котором произведение чисел так же отрицательно.
№ 24. В некотором государстве первоначально было 10 банков. С момента перестройки общества все захотели быть банкирами. Но, по закону, открыть банк можно только путем деления уже существующего банка на 4 новых банка. Через 2 года министр финансов сообщил президенту, что в стране действует уже 2001 банк, после чего был немедленно уволен за некомпетентность. Что не понравилось президенту?
№ 25. 101 лошадь разместили в 15 конюшнях. Почему хотя бы в одной конюшне будет обязательно нечетное число лошадей?
№ 26. Можно ли разменять купюру достоинством 50 рублей с помощью 15 монет достоинством 1 и 5 рублей?
Решения, ключи и ответы к заданиям
№ 1. Обратите внимание, что при любой разрешенной нам операции добавления или выкидывания куска слова количества букв У и Ы в этом куске равны. Это означает, что разность между числом букв У и букв Ы в слове не изменяется. Проследите это на примере Ы→ЫЫУ→ЫУУЫЫЫУ→ЫУЫЫУ. Во всех этих словах букв Ы на одну больше, чем букв У. Вернемся к решению. В слове УЫЫ разность равна ( – 1), а в слове ЫУУ равна 1. Значит, из слова УЫЫ нельзя разрешенными операциями получить слово ЫУУ, и следовательно, нельзя утверждать, что эти слова обязательно имеют одинаковый смысл.
№ 2. Занумеруем сектора по кругу числами от 1 до 6 и для любой расстановки фишек рассмотрим следующую величину S – сумму номеров секторов, в которых стоят данные нам 6 фишек (с учетом кратности). Очевидно, что при сдвиге фишки в соседний сектор соответствующее ей слагаемое в сумме S меняет четность. Значит, если сдвигаются одновременно две фишки, то четность величины S не меняется – она инвариантна. Для начальной расстановки S = 21. Если же все фишки находятся в одном секторе с номером A, то S = 6A – это четное число (а 21 – число нечетное). Следовательно, из исходной расстановки нельзя получить расстановку, в которой все 6 фишек находятся в одном секторе.
№ 3. Для любого набора из n чисел на доске рассмотрим следующую величину X: сумму всех чисел, уменьшенную на n. Допустим, что с набором произведено описанное в условии преобразование. Как же изменится эта величина? Если сумма всех чисел набора, кроме a и b, равна S, то до преобразования величина X равнялась S + a + b – n, а после преобразования X = S + (a + b – 1) – (n – 1) = S + a + b – n. Итак, значение величины X не изменилось, она – инвариант. Исходно (для набора из условия задачи) X = (1 + 2 +…+ 19 + 20) – 20 = 190. Значит, и после 19 операций, когда на доске останется одно число p, X также будет равно 190. Но по своему определению, в этот момент X будет равно p – 1. Значит, p = 191. Следовательно, число, оставшееся на доске обязательно будет равно 191.
№ 4. Подсказка: В качестве инварианта рассмотрите следующую величину: произведение всех чисел на доске, предварительно увеличенных на 1.
№ 5. В качестве инварианта рассмотрите следующую величину: пусть каждый чиж получает номер, равный номеру елки, на которой он сидит (считая слева). Тогда сумма номеров чижей S – инвариант.
№ 6. Докажите, что четность числа черных клеток среди четырех угловых не меняется при перекрашиваниях.
№ 7. Докажите, что четность числа черных клеток в квадрате из клеток a1, a2, b1, b2 не меняется при перекрашиваниях.
№ 8. Проверьте, что четность суммы чисел на доске неизменна.
№ 9. В чем состоит описанная операция? В том, что «пропадают» два хамелеона двух разных цветов и «появляются» два хамелеона третьего цвета. Если догадаться о том, что величину-инвариант нужно определять по набору чисел (a, b, c), где a, b и c – количества серых, бурых и малиновых хамелеонов соответственно, то дальше решение получается почти сразу же. В самом деле, операция, описанная в условии, означает то, что из набора (a, b, c) получается набор (a – 1, b – 1, c + 2) или набор (a – 1, b + 2, c – 1) или набор (a + 2, b – 1, c – 1) – все зависит от того, в какой цвет перекрашивается хамелеоны. Очевидно, что разности между числами набора либо не меняются, либо изменяются на 3, а значит, остатки этих разностей при делении на 3 не меняются – они инвариантны. Но в начале a – b = 13 – 15 = – 2, а в случае, если все хамелеоны малиновые, a – b = 0 – 0 = 0.Числа 0 и – 2 имеют разные остатки при делении на 3, что и доказывает невозможность такого положения дел в стране. Аналогично разбираются и случаи, когда все хамелеоны стали серыми, или все стали бурыми.
№ 10. Ответ во всех пунктах отрицателен. Доказательство проходит по единой схеме: отметим некоторое множество вершин, обладающее тем свойством, что любой набор из k вершин подряд содержит четное число отмеченных вершин.
В качестве инварианта рассмотрим произведение всех чисел в отмеченных вершинах. Вначале оно равно – 1, а в случае, когда число – 1 сместилось в соседнюю слева (неотмеченную) вершину, равно 1. Инвариантность же введенной величины следует из описанного выше свойства множества отмеченных вершин.
№ 11. Сумма написанных чисел нечетна (она равна 21). За каждый ход эта сумма увеличивается на 2, т. е. всегда остается нечетной. А сумма шести равных чисел всегда четна. Это значит, что сделать числа равными невозможно. 
№ 12. Пронумеруем места, на которых стоят фишки, числами от 1 до 100. Заметим, что после выполнения данной в условии операции номер каждой фишки либо не изменился, либо изменился (увеличился или уменьшился) на 2. Таким образом, фишка, стоящая вначале на месте с четным номером, в любой момент остается стоять на месте с четным номером. Следовательно, фишка, стоящая на месте под номером 100, никогда не сможет попасть на клетку с номером 1. 
№ 13. Если за решение каждой задачи все три девочки вместе получали 7 конфет (первая — 4, вторая — 2, третья — 1 конфету), значит, сумма всех полученных ими конфет должна обязательно делиться на 7, но 60 на 7 не делится. Следовательно, девочки ошиблись. 
№ 14. При перекрашивании горизонтали или вертикали, содержащей k черных и 8−k белых клеток, получится 8−k черных и k белых клеток. Поэтому число черных клеток изменится на (8−k) – k=8−2k, т. е. на четное число. Так как четность числа черных клеток сохраняется, из исходных 32 черных клеток мы не сможем получить одну черную клетку. 
№ 15. После каждой операции меняется четность общего количества двоек и троек в разложении на простые множители числа на доске. Вначале это число нечетно (равно трем), т. к. 12 = 2⋅2⋅3. Поэтому через 60 операций (секунд) оно должно быть нечетным, но в разложении 54 = 2⋅3⋅3⋅3 четыре множителя. Противоречие показывает, что превращение из 12 в 54 невозможно.
№ 16. Пусть с, б, м означают соответственно количества серых, бурых и малиновых хамелеонов в некоторый момент. После встречи, скажем, серого и бурого хамелеонов количества хамелеонов серого, бурого и малинового цветов стали равны с−1, б−1, м+2. Заметим, что остаток от деления на 3 каждой из разностей с−б, б−м, м−с, не изменился после встречи двух хамелеонов. Вначале ни одна из этих разностей не делилась на 3, поэтому ни в какой момент ни одна из разностей не может стать равной 0. Это означает, что количества хамелеонов двух разных цветов никогда не станут равными.  
№ 17. Числа 18 и 27 делятся на 3 без остатка, значит сумма нескольких таких чисел, тоже будет нацело делиться на 3. Но 352 : 3 = 117 + 1, значит, продавец ошибся.
№ 18. Два соседних числа либо оба четные, либо оба нечетные, значит модуль их разности всегда четное число. От его прибавления четность числа не меняется. Значит, четные и нечетные числа будут чередоваться, и получить одинаковые не удастся.
№ 19. Сумма 507 нечетных чисел – нечетная, значит, среди них есть хотя бы одно четное число. А произведение четного и нечетных – четное число. Значит, произведение этих чисел четное.
№ 20. Сумма четного количества нечетных чисел четна. Число 5038 четно, значит, была пропущена страница с четным номером.
№ 21. Числа 216, 162, 252 делятся на 9 без остатка, а число 2508 – с остатком, значит, посчитали неточно.  
№ 22. Если число арбузов в соседних корзинах отличается на 1, то характер четности числа арбузов в этих корзинах будет разным. Тогда четность числа арбузов в корзинах будет чередоваться, поэтому в половине корзин будет четное число арбузов, а  в половине нечетное. Тогда общее число арбузов в 8 корзинах с четным числом арбузов и в 8 корзинах с нечетным числом арбузов будет четным. По условию же всего арбузов – 55, а это нечетное число. Значит, разложить нельзя. Инвариантом в данной задаче будет то, что сумма четного количества чисел – четное число.
№ 23. Найдем произведение всех чисел в квадрате. Так как произведение чисел в каждой строке отрицательно, то и произведение всех чисел будет отрицательно. Но с другой стороны, произведение всех чисел равно и произведению чисел в столбцах. А так как произведение всех чисел отрицательно, то найдется столбец, в котором произведение чисел является отрицательным. Инвариантом в этой задаче является знак произведения всех чисел в квадрате – оно отрицательное.
№ 24. В результате превращения одного старого банка в четыре новых общее число банков увеличивается на 3, тогда количество банков может быть равным 10 + 3 = 13, 10 + 6 = 16, 10 + 9 = 19, и так далее. Таким образом, в любой момент времени число банков будет равно 10 + 3n. Остаток от деления 10 (первоначальное количество банков) на 3 равен 1, а 2001 делится на 3  без  остатка.  Значит, образоваться ровно 2001 банка в стране не могло. Здесь инвариантом является остаток от деления на 3.
№ 25. Докажем задачу методом от противного. Пусть в каждой конюшне находится четное число лошадей, тогда сумма четных чисел – число четное. А по условию всего лошадей 101 – число нечетное. Таким образом, получили противоречие. Значит, хотя бы в одной конюшне будет нечетное число лошадей. Инвариантом в данной задаче будет четность суммы нескольких четных чисел.
№ 26. Числа 1 и 5 – нечетные. Так как сумма 15 нечетных чисел является числом нечетным, а 50 – число четное, то разменять 50 рублей на 15 монет по 1 и 5 рублей нельзя. Инвариантом в данной задаче будет нечетность суммы 15 нечетных чисел.
Логика
Чтобы научиться решать типовые логические задачи, простые и нестандартные математические задачи, важно знать основные приемы и методы их решения. Ведь решить одну и ту же задачу и прийти к правильному ответу во многих случаях можно разными способами.
Знание и понимание различных методов решения поможет определить, какой способ подойдет лучше в каждом конкретном случае, чтобы выбрать наиболее быстрый и простой путь получения ответа.
К «классическим» логическим задачам относятся текстовые задачи, цель решения которых состоит в распознавании объектов или расположении их в определенном порядке в соответствии с заданными условиями.
Более сложными и увлекательными типами заданий являются задачи, в которых отдельные утверждения являются истинными, а другие ложными. Задачи на перемещение, перекладывание, взвешивание, переливание — самые яркие примеры широкого ряда нестандартных задач на логику.
Основные методы решения логических задач
· метод рассуждений;
· с помощью таблиц истинности;
· метод блок-схем;
· средствами алгебры логики (алгебры высказываний);
· графический (в том числе, «дерево логических условий», метод кругов Эйлера);
· метод математического бильярда.
· метод последовательных рассуждений;
· разновидность метода рассуждений — «с конца»;
· табличный способ;
· разновидность метода рассуждений — «хитрый случай, наверняка»
Метод последовательных рассуждений
Самый простой способ решения несложных задач заключается в последовательных рассуждениях с использованием всех известных условий. Выводы из утверждений, являющихся условиями задачи, постепенно приводят к ответу на поставленный вопрос.
На столе лежат Голубой, Зеленый, Коричневый и Оранжевый карандаши.
Третьим лежит карандаш, в имени которого больше всего букв. Голубой карандаш лежит между Коричневым и Оранжевым.
Разложи карандаши в описанном порядке.
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Решение. Рассуждаем. Последовательно используем условия задачи для формулирования выводов о позиции, на которой должен лежать каждый следующий карандаш.
· Больше всего букв в слове «коричневый», значит, он лежит третьим.
· Известно, что голубой карандаш лежит между коричневым и оранжевым. Справа от коричневого есть только одна позиция, значит, расположить голубой между коричневым и другим карандашом возможно только слева от коричневого.
· Следующий вывод на основе предыдущего: голубой карандаш лежит на второй позиции, а оранжевый — на первой.
· Для зеленого карандаша осталась последняя позиция — он лежит четвертым.
Метод «с конца»
Такой способ решения является разновидностью метода рассуждений и отлично подходит для задач, в которых нам известен результат совершения определенных действий, а вопрос состоит в восстановлении первоначальной картины.
Пример: Бабушка испекла для троих внуков рогалики и оставила их на столе. Коля забежал перекусить первым. Сосчитал все рогалики, взял свою долю и убежал. Аня зашла в дом позже. Она не знала, что Коля уже взял рогалики, сосчитала их и, разделив на троих, взяла свою долю. Третьим пришел Гена, который тоже разделил остаток выпечки на троих и взял свою долю. На столе осталось 8 рогаликов.
Сколько рогаликов из восьми оставшихся должен съесть каждый, чтобы в результате все съели поровну?
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Решение. Начинаем рассуждение «с конца».
Гена оставил для Ани и Коли 8 рогаликов (каждому по 4). Получается, и сам он съел 4 рогалика: 8 + 4 = 12.
Аня оставила для братьев 12 рогаликов (каждому по 6). Значит, и сама она съела 6 штук: 12 + 6 = 18.
Коля оставил ребятам 18 рогаликов. Значит, сам съел 9: 18 + 9 = 27.
Бабушка положила на стол 27 рогаликов, рассчитывая, что каждому достанется по 9 штук. Поскольку Коля уже съел свою долю, Аня должна съесть 3, а Гена — 5 рогаликов.
Решение логических задач с помощью таблиц истинности
Задачи о лгунах
К наиболее интересным и в то же время трудным логическим задачам относятся так называемые задачи о лгунах.
Чаще всего при решении подобного рода задач поступают следующим образом.
Берётся одно из утверждений и предполагается, что оно истинно. Если при рассмотрении других утверждений не получается противоречия, то рассмотренное утверждение действительно истинное. Если же при рассмотрении других утверждений мы где-то получаем противоречие, то взятое нами утверждение получается ложным. Если утверждений было всего два, то делаем вывод, что верно второе утверждение. А если утверждений три и более, тогда приходится применять перебор различных предположений.
Суть метода состоит в фиксации условий задачи и полученных результатов рассуждений в специально составленных под задачу таблицах. В зависимости от того, является высказывание истинным или ложным, соответствующие ячейки таблицы заполняются знаками «+» и «-» либо «1» и «0».
Задача 1. Три спортсмена (красный, синий и зеленый) играли в баскетбол. Когда мяч оказался в корзине, красный воскликнул: «Мяч забросил синий».Синий возразил: «Мяч забросил зеленый». Зеленый сказал: «Я не забрасывал». Кто забросил мяч, если только один из троих сказал неправду?
Решение. Сначала таблицу составляют: слева записывают все утверждения, которые содержатся в условии, а сверху — возможные варианты ответа.
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Затем таблицу последовательно заполняют: верные утверждения отмечают знаком «+», а ложные утверждения — знаком «-».
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Рассмотрим первый вариант ответа («мяч забросил красный»), проанализируем утверждения, записанные слева, и заполним первый столбик. Исходя из нашего предположения («мяч забросил красный»), утверждение «мяч забросил синий» — ложь. Ставим в ячейке «-». Утверждение «мяч забросил зеленый» также ложь. Заполняем ячейку знаком «-». Утверждение зеленого «Я не забрасывал» – истина. Ставим в ячейке «+».
Рассмотрим второй вариант ответа (предположим, что мяч забросил зеленый) и заполним второй столбик. Утверждение «мяч забросил Синий» — ложь. Ставим в ячейке «-». Утверждение «мяч забросил зеленый« — истина. Заполняем ячейку знаком «+». Утверждение зеленого «Я не забрасывал» – ложь. Ставим в ячейке «-». И, наконец, третий вариант: предположим, что «мяч забросил синий». Тогда утверждение «мяч забросил синий» — истина. Ставим в ячейке «+». Утверждение «мяч забросил зеленый» — ложь. Заполняем ячейку знаком «-». Утверждение зеленого «Я не забрасывал» – истина. Ставим в ячейке «+».
Так как по условию лишь один из троих ребят сказал неправду, в заполненной таблице выбираем такой вариант ответа, где будет только одно ложное утверждение (в столбце один знак «-»). Подходит третий столбец. Значит, правильный ответ – мяч забросил синий.
Ответ: синий.
Задача 2. Пять школьников приехали из пяти различных городов в Архангельск на областную математическую олимпиаду. «Откуда вы, ребята?» – спросили их хозяева. Вот что ответил каждый из них: Андреев: «Я приехал из Онеги, а Григорьев – из Каргополя». Борисов: «В Каргополе живет Васильев. Я же прибыл из Коряжмы». Васильев: «Я прибыл из Онеги, а Борисов – из Котласа». Григорьев: «Я прибыл из Каргополя, а Данилов из Вельска». Данилов: «Да, я действительно из Вельска, Андреев же живет в Коряжме». Хозяева очень удивились противоречивости ответов приехавших гостей. Ребята объяснили им, что каждый из них высказал одно утверждение правильное, а другое ложное. Но по их ответам вполне можно установить, кто откуда приехал. Откуда приехал каждый школьник? 
Решение. Пусть у Андреева первое утверждение верное, то есть он из Онеги. Тогда Григорьев живет не в Каргополе. Поэтому второе утверждение Данилова — ложное, значит, он из Вельска. Тогда первое утверждение Григорьева — ложно. Так как Андреев из Онеги, то первое утверждение Васильева ложно, поэтому Борисов — из Котласа. Так как Григорьев не из Каргополя, то остаётся, что он из Коряжмы, а Васильев из Каргополя.
Рассмотрим второй возможный вариант. Пусть у Андреева второе утверждение — правильное, тогда Григорьев приехал ИЗ Каргополя. Значит, Данилов приехал не из Вельска, а Андреев не из Онеги. Тогда у Борисова первое утверждение ложное (в Каргополе живёт Григорьев), значит, Борисов прибыл из Коряжмы.
Поэтому Андреев не из Коряжмы и получается, что Данилов из Вельска. Получили противоречие: Данилов из Вельска и не из Вельска. Значит, второй вариант невозможен.
Ответ: Андреев из Онеги; Борисов из Котласа; Васильев из Каргополя; Григорьев из Коряжмы; Данилов из Вельска.
Задача 3. На острове живут два племени: аборигены и пришельцы. Аборигены всегда говорят правду, а пришельцы всегда лгут. Путешественник, приехавший на остров, нанял островитянина в проводники. Они пошли и увидели другого островитянина. Путешественник послал туземца узнать, к какому племени принадлежит этот туземец. Проводник вернулся и сказал: «Туземец говорит, что он абориген». Кем был проводник: пришельцем или аборигеном? 
Решение. Встреченный островитянин мог ответить только «Я – абориген» (это правда для аборигена и ложь для пришельца). Проводник, повторивший его ответ, является аборигеном.
Ответ: аборигеном.
Метод блок-схем
Метод блок-схем считается оптимальным вариантом для решения задач на взвешивание и на переливание жидкостей. Альтернативный способ решения этого типа задач — метод перебора вариантов — не всегда является оптимальным, да и назвать его системным довольно сложно.
Порядок решения задач по методу блок-схем выглядит следующим образом:
· графически (блок-схемой) описываем последовательность выполнения операций;
· определяем порядок их выполнения;
· в таблице фиксируем текущие состояния.
Метод бильярда 
Суть метода заключается в представлении последовательности переливаний аналогично движению бильярдного шарика по столу особой конструкции с размерами, соответствующими объемам первоначально пустых сосудов. Нарисовав на клетчатой бумаге исходную конфигурацию, необходимо проследить возможные движения шарика в соответствии с законом «угол падения равен углу отражения» и попадание им в требуемые точки по условию задачи. Задачи на переливание жидкостей можно очень легко решать, вычерчивая бильярдную траекторию шара, отражающегося от бортов стола, имеющего форму параллелограмма. 
Типичные задачи на переливание. 
В задачах на переливания требуется указать последовательность действий, при которой осуществляется требуемое переливание и выполнены все условия задачи. Если не сказано ничего другого, считается, что 
· Все сосуды без делений; 
· Нельзя переливать жидкости «на глаз». Мы можем точно сказать, сколько жидкости в сосуде, только в следующих случаях. 
· Знаем, что сосуд пуст; 
· Знаем, что сосуд полон, а в задаче дана его вместимость; 
· В задаче дано, сколько жидкости в сосуде, а переливания с использованием этого сосуда не проводились; 
· В переливании участвовали два сосуда, в каждом из которых известно, сколько было жидкости, и после переливания вся жидкость поместилась в один из них; 
· В переливании участвовали два сосуда, в каждом из которых известно, сколько было жидкости, известна вместимость того сосуда, в который переливали, и известно, что вся жидкость в него не поместилась: мы можем найти, сколько ее осталось в другом сосуде. 
Приведем типичные задачи на переливание. 
Задачи на получение некоторого количества жидкости из большого или бесконечного по объему сосуда, водоема или источника с помощью двух пустых сосудов.
В данном разделе рассматриваются задачи, в которых вместо одного из сосудов присутствует бесконечный или большой источник, водоем, из которого можно набирать жидкость любое количество раз, а также сливать жидкость в него. 
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Рассмотрим задачу: как с помощью сосудов объемом 7 и 11 литров и бочкой с водой отмерить 2 литра воды. Как ни странно, но головоломки на переливание жидкостей можно очень легко решать, вычерчивая бильярдную траекторию шара, отражающегося от бортов ромбического стола. Границы таких столов удобнее всего рисовать на бумаге, на которую нанесена сетка из одинаковых равносторонних треугольников. В рассматриваемой задаче стороны стола должны иметь длины 7 и 11 единиц.
Таблица 1
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По горизонтали отложено количество воды в 11-литровом сосуде в любой момент времени, а по вертикали – та же величина для 7-литрового сосуда. 
Как же пользоваться диаграммой? Представьте себе, что шар находится в левой нижней вершине в точке 0. Он будет перемещаться вдоль нижнего основания ромба до тех пор, пока не достигнет правой боковой стороны в точке 11. Это означает, что 11-литровый сосуд наполнен до краев, а 7-литровый пуст. 
Отразившись упруго от правого борта, шар покатится вверх и влево и ударится о верхний борт в точке с координатами 4 по горизонтали и 7 по вертикали. Это означает, что в 11-литровом сосуде осталось всего 4 литра воды, а 7 литров из него перелили в меньший сосуд. 
Прослеживая дальнейший путь шара и записывая все этапы его движения до тех пор, пока он не попадет в точку 2 верхнего борта, вы получите ответ и узнаете, в какой последовательности необходимо производить переливания, чтобы отмерить 2 литра воды. Все 18 переливаний изображены схематически на рис. 1. Наклонные стрелки говорят о том, что вода переливается из одного сосуда в другой, а вертикальные означают, что либо вода целиком выливается из меньшего сосуда обратно в бочку, либо больший сосуд надо наполнить водой до краев. 
Является ли это решение самым коротким? Нет, существует второй путь, когда воду сначала наливают в 7-литровый сосуд. На диаграмме это соответствует тому, что шар из точки 0 катится вверх вдоль левого борта до тех пор, пока не ударится в верхний борт. Нарисовав траекторию бильярдного шара, читатель убедится в том, что точка 2 достигается на этот раз за 14 отражений от борта. Полученное решение с 14 переливаниями уже является самым коротким. 
[image: image47.png]01 2 3 4 56 7 8

Woava 7
NN





Таблица 2
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Задачи на переливание сосудов  конечного объема
Задача 1. Имеются три сосуда вместимостью 8, 5 и 3 литра. Наибольший сосуд полон молока. Как разделить это молоко на две равные части, используя остальные сосуды?
Решение. В рассматриваемой задаче стороны параллелограмма должны иметь длины 3 и 5 единиц. По горизонтали будем откладывать количество воды в литрах в 5-литровом сосуде, а по вертикали – в 3-литровом сосуде. На всем параллелограмме нанесена сетка из одинаковых равносторонних треугольников. Главная диагональ параллелограмма разделена на 8 равных частей, относится к 8-литровому сосуду.
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Бильярдный шар может перемещаться только вдоль прямых, образующих сетку на параллелограмме. После удара о стороны параллелограмма шар отражается и продолжает движение вдоль выходящего из точки борта, где произошло соударение. При этом каждая точка параллелограмма, в которой происходит соударение, полностью характеризует, сколько воды находится в каждом из сосудов.
Пусть шар находится в левом нижнем углу и после удара начнет перемещаться вверх вдоль левой боковой стороны параллелограмма до тех пор, пока не достигнет верхней стороны в точке А. Это означает, что мы полностью наполнили водой малый сосуд. Отразившись упруго, шар покатится вправо вниз и ударится о нижний борт в точке В, координаты которой 3 по горизонтали и 0 по вертикали. Это означает, что в большом сосуде 3 литра воды, а в малом сосуде воды нет, то есть мы перелили воду из малого сосуда в большой сосуд. Прослеживая дальнейший путь шара, и записывая все этапы его движения в виде отдельной таблицы, в конце концов, мы попадаем в точку, которая соответствует состоянию, когда малый сосуд пуст, а в большом сосуде 4 литра воды. Таким образом, получен ответ и указана последовательность переливаний, позволяющих отмерить 4 литра воды. Все 8 переливаний изображены схематически в таблице.
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Является ли это решение самым коротким? Нет, существует второй путь, когда воду сначала наливают в пятилитровый сосуд. Если на диаграмме шар из точки  О покатится вправо по нижней стороне параллелограмма и затем, отразившись от правой боковой стороны, в точку 2 на верхней стороне параллелограмма и т.д., то получим более короткое решение задачи. Можно показать, что полученное решение с 6 переливаниями уже является самым коротким.
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По сути, в данных задачах реализуются два алгоритма. Первый: последовательно из большего сосуда наполняется меньший сосуд, из него жидкость сливается в сосуд промежуточного объема, эти два действия повторяются до полного наполнения сосуда промежуточного объема, после чего жидкость из него сливается в самый большой. Процедура повторяется несколько раз до тех пор, пока два меньших сосуда будут пустыми, а вся жидкость окажется в большом сосуде. Таким образом, будут реализованы все возможные варианты наполнения сосудов.
Второй алгоритм соответствует действиям первого, записанным в обратном порядке, т.е. с конца. Сначала из большего сосуда наполняется сосуд промежуточного объема. Из него жидкость переливается в самый маленький, а из наименьшего – в наибольший. Два последних действия повторяются до тех пор, пока сосуд промежуточного объема не станет пустым. Тогда он наполняется жидкостью из самого большого сосуда. Эта процедура повторяется до возвращения к исходному состоянию.
Решение задачи можно получить и по первому и по второму алгоритму, выбирается более короткий вариант.
Условие разрешимости задач
Если объемы двух меньших сосудов не имеют общего делителя (т. е. взаимно просты), а объем третьего сосуда больше или равен сумме объемов двух меньших, то с помощью этих трех сосудов можно отмерить любое целое число литров, начиная с 1 литра и кончая объемом среднего сосуда. Имея, например, сосуды вместимостью 15, 16 и 31 литр, вы сумеете отмерить любое количество воды от 1 до 16 литров. Такая процедура невозможна, если объемы двух меньших сосудов имеют общий делитель.
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Когда объем большего сосуда меньше суммы объемов двух других, возникают новые ограничения. Если, например, объемы сосудов равны 7, 9 и 12 литрам, то у ромбического стола надо отсечь верхний правый угол. Тогда шар сможет попасть в любую точку от1 до 9, за исключением точки 6. Несмотря на то, что 7 и 9 взаимно просты, отмерить 6 литров воды оказывается невозможным из-за того, что самый большой сосуд имеет слишком маленький объем.
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Худший случай. Наверняка
В математике известно достаточно большое число задач на доказательство. Ведь решение любой математической задачи использует логические рассуждения. Иногда при  доказательстве  используют слова «в худшем случае». Употребление на практике этих слов оправдано тем, что если какое-то утверждение удалось доказать в этом «худшем случае», то тем более оно будет верно и в остальных случаях.  Вот почему при решении такого типа задач (их, как правило, нетрудно распознать по условию) главное – правильно определить этот «худший случай». Приведем для примера несколько задач на «худший случай».
Задача 1. В непрозрачном мешке лежит 5 белых шаров и 2 черных. Какое наименьшее число шаров надо вытащить из мешка, чтобы среди них обязательно оказался хотя бы один белый шар?
Решение. Самый «худший случай» здесь тот, когда мы будем вытаскивать только черные шары. Их 2. Но если мы вытащим еще один шар, то из трех вытянутых шаров, по крайней мере, один будет белым. Формальная запись решения такая: 2 + 1 = 3. 
Ответ: 3 шара.
Задача 2. В непрозрачном мешке лежит 5 белых шаров и 2 черных. Сколько шаров надо вытащить из мешка, чтобы среди них обязательно оказался хотя бы один белый и хотя бы один черный шар?
Решение. Так как по условию белых шаров больше (их 5), то “худший случай» – это когда мы будем вытаскивать одни белые шары, после чего сразу попадется черный шар, что и требуется. Значит, запись решения в этом случае: 5 + 1 = 6.
Ответ: 6 шаров.
Заметим, что если сначала попадались бы одни черные шары, то это был бы «лучший случай», так как третий шар оказался бы белым. Таким образом, мы замечаем, что выбор «худшего случая» существенно зависит от того, каких шаров больше – белых или черных.
Задача 3.  В непрозрачном мешке лежит 5 белых шаров и 2 черных. Какое наименьшее число шаров надо вытащить, чтобы среди них наверняка оказались 3 белых и  1 черный шар?
Решение.  «Худший случай» – вытащить сначала все белые шары (их больше!). Поэтому решение задачи такое: 5 + 1 = 6.
Ответ: 6 шаров.
Задача 4. В непрозрачном мешке лежит 5 белых шаров и 2 черных. Сколько шаров надо вытащить из мешка, чтобы среди них оказалось 2 шара одного цвета?
Решение. Так как нам надо вытащить 2 шара одного цвета, то здесь «худший случай», когда сначала поочередно вытаскиваются шары разных цветов. Но это возможно, если мы вытащили 2 шара (один - черный, другой белый).  Любой вытянутый третий шар дает ответ на вопрос задачи, так как по условию меньшее число – это  2 – число белых шаров. 
Запись решения: 2 + 1 = 3.
Ответ: 3 шара.
Задача 5.  В коробке, которая стоит в темной комнате, лежит 10 пар коричневых и 10 пар черных перчаток одного размера. Сколько перчаток нужно взять из коробки, чтобы среди них оказалась пара перчаток одного цвета?
Решение. Здесь «худший случай» - сначала вытащить 10 перчаток одного цвета на одну руку и 10 перчаток другого цвета тоже на одну руку – из них нельзя составить ни одной пары. Лишь вытащив 21-ю перчатку (все равно какого цвета), можно составить нужную пару. Следовательно, 21.
Ответ: 21 перчатку.
Задача 6. В ящике лежит 40 шаров различного цвета: 17 зеленых, 12 синих, 5 красных, а остальные 6 шаров окрашены в белый и черный цвета. Определите, какое наименьшее число шаров надо вынуть, не заглядывая в ящик, чтобы оказалось:
1) не менее 6 шаров одного цвета;
2) хотя бы один зеленый шар; 3) хотя бы два синих шара.
Решение. Подсказка: для определения «худшего случая» важно знать количество     цветов, в которые были окрашены шары.
Ответ: 1) 22 шара; 2) 24 шара; 3) 30 шаров.
Задача 7. В коробке лежит 120 цветных карандашей: 35 красных, 23 зеленых, 14 желтых, 26 синих, 11 коричневых и 11 черных. Какое наименьшее число карандашей надо взять из коробки в темноте (не видя карандашей), чтобы среди них наверняка оказалось не менее 18 карандашей одного цвета.
Решение. «Худший случай» - это когда среди взятых карандашей может оказаться 14 желтых, 11 коричневых, 11 черных, 17 красных, 17 желтых и 17 синих. (Обратите внимание, что все эти числа меньше 18). Таким образом, если возьмем 87 карандашей (14+11+11+17+17+17=87), то может оказаться, что среди них не будет 18 карандашей одного цвета. Взяв еще один карандаш, будем иметь или 18 красных, или 18 зеленых, или 18 синих. Значит, надо взять 87+1=88 карандашей.
Ответ: 88 карандашей.
Задача 8. На карточках написаны двузначные числа. Определите, сколько карточек надо взять не глядя чтобы, по крайней мере одно из чисел делилось на:     1) 2;    2) 7;   3) 2 или 7.
Решение. 1) В «худшем случае», как бы «вытаскивая из мешка» числа от 10 до 99, мы сначала будем иметь только нечетные числа – их 45, и поэтому 46-е число обязательно будет четным.
2) Среди 90 чисел от 10 до 99 имеется всего 13 чисел, делящихся на 7 (проверьте это). Значит, в «худшем случае» мы «вытащим» сначала 90-13=77 чисел, не делящихся на 7, но 78-е число уже точно будет делиться на 7. Следовательно, 77+1=78 чисел.
3) Среди  90 чисел от 10 до 99 имеется 13 чисел, делящихся на 7, и 45 чисел, которые делятся на 2, а также 7 чисел, делящихся и на 2, и на 7. Поэтому чисел, делящихся или на 2, или на 7, будет 45+13-7=51. Следовательно, среди 90 чисел от 10 до 99 не делятся ни на 2, ни на 7 оставшиеся 90-51=39 чисел. Следовательно, 39+1=40 чисел.
Ответ: 1) 46-е число будет четным, 2) 78 чисел, 3) 40 чисел.
Задача 9. Имеется 5 ключей от пяти комнат с разными замками. Сколько потребуется проб в «худшем случае», чтобы подобрать ключи к комнатам?
Решение. Пронумеруем комнаты: первая, вторая, …, пятая. Выберем произвольный ключ. В «худшем случае» первые 4 комнаты он не откроет. Значит, этот ключ от пятой комнаты. Итак, сделано 4 пробы и осталось 4 ключа и 4 комнаты. Закончите решение сами.
Ответ: 10 проб.
Задача 10. Иван-царевич добыл ключи от нескольких комнат в подземелье, но не знал, какой ключ от какой комнаты. Сколько комнат в подземелье, если в «худшем случае» ему достаточно 21 пробы, чтобы выяснить какой ключ от какой комнаты?
Решение. Если бы было 4 комнаты, то в «худшем случае» потребовалось бы 3 пробы для первой двери и 3 пробы на оставшиеся 3 комнаты; всего 6 проб. Если бы было 5 комнат, то в «худшем случае» потребовалось бы 10 проб (см. предыдущую задачу). Аналогично, если бы было 6 комнат, то потребовалось бы 5+4+3+2+1=15 проб. Наконец, если бы было 7 комнат, то потребовалось бы 6+15=21 проба.
Ответ: 7 комнат.
Задачи для самостоятельного  решения
№ 1. 3 белые и 2 черные шляпы.
Как-то три учителя на практикуме решили продемонстрировать ученикам свое умение размышлять. Они взяли 5 шляп (если кто-то не может представить древнегреческих учителей в шляпах, пусть представит их в разноцветных венках или повязках на голове) – 3 белые и 2 черные – и попросили одного из учеников надеть каждому из них по шляпе.
Ученик мог выбрать каждому произвольный цвет шляпы и надеть ее так, чтобы ни один мудрец не видел цвет своей шляпы.
Ученик надел каждому по белой шляпе, решив, что так сделает выбор учителей труднее. Учителя договорились о том, что, если кто-либо из них догадается, какого цвета у него шляпа, он сразу же должен заявить об этом.
Вскоре один из них догадался, что у него белая шляпа. 
а) Как он рассуждал? 
б) Действительно ли ученик выбрал для мудрецов самый трудный вариант? 
№ 2. Построение в ряд.
В другой раз учителя решили провести иную практическую демонстрацию умения рассуждать. Они стали в ряд (в затылок друг другу) так, что лишь последний в ряду по-прежнему видел шляпы двух других, средний видел только шляпу переднего.
Первый в ряду не видел ни одной шляпы.
Учителя, догадавшиеся о цвете своей шляпы, должны были немедленно и громогласно заявить об этом.
Ученик опять выбрал самый трудный для учителей вариант и надел каждому по белой шляпе, и вскоре один из учителей правильно назвал цвет своей шляпы.
Кто это был?
№ 3. Утренний прогноз погоды.
1. Если сегодня дождя не будет, то завтра будет ветреная погода. 
2. Если же сегодня дождь пройдет, то завтра осадков не будет. 
3. Если сегодня будет холодно, то и влажность сегодня будет высокой. 
4. Если сегодня будет тепло, то завтра будет безветренно. 
5. Если сегодня ветра не будет, то завтра будет тепло. 
6. Если же сегодня будет ветрено, то завтра будет дождь, хотя влажность воздуха будет низкой. 
7. Если завтра осадков не будет, то завтра будет холодно, а влажность останется такой же, как сегодня. 
8. Какой будет погода сегодня и завтра, без всяких «если»? 
№ 4. Игра в шахматы.
В финале турнира шахматистов встретились представители 6 воинских званий: майор, капитан, лейтенант, старшина, сержант и ефрейтор, разных специальностей: летчик, танкист, артиллерист, минометчик, сапер и связист.
Определите специальность каждого из шахматистов по следующим данным. 
В первом туре лейтенант выиграл у летчика, майор у танкиста, а сержант у минометчика.
Во втором туре капитан выиграл у танкиста.
В третьем и четвертом турах минометчик из-за болезни не участвовал в турнире, поэтому свободными от игры оказались капитан и ефрейтор.
В четвертом туре майор выиграл у связиста. 
Победителями турнира оказались лейтенант и майор.
Хуже всех выступил сапер. 
№ 5. О профессиях, городах и товарищах.
Три товарища – Иван, Дмитрий и Степан – преподают различные предметы (химию, биологию, физику) в школах Москвы, Ленинграда и Киева.
Известно, что: 
1. Иван работает не в Москве, а Дмитрий не в Ленинграде; 
2. Москвич преподает не физику; 
3. Тот, кто работает в Ленинграде, преподает химию; 
4. Дмитрий преподает не биологию. 
Какой предмет и в каком городе преподает каждый из товарищей? 
№ 6. Каждый из трёх приятелей либо всегда говорит правду, либо всегда лжёт. Им был задан вопрос: «Есть ли хотя бы один лжец среди двух остальных?» Первый ответил: «Нет», второй ответил: «Да». Что ответил третий?
№ 7. В коробке лежит 100 шаров трех цветов: синего, зеленого и белого. Сколько шаров надо вынуть из коробки не глядя, чтобы среди них оказалось 30 шаров одного цвета?
№ 8. В фотолаборатории лежит 130 фотографий, из которых 35 - четвертого класса, 30 - пятого, 25 - шестого, 20 -  седьмого, а остальные - с первого по третий классы. Фотографии перемешаны, и на ощупь их различить нельзя. Какое наименьшее число фотографий надо взять, не видя их, чтобы среди них было не меньше 15 фотографий одного класса из состава 4-7 классов?
№ 9. При делении целых чисел на некоторое число можно получить столько различных остатков (включая число 0), сколько единиц содержится в делителе. Например, при делении на 4 остаток может быть равен 0 (тогда число делится на 4), единице, двум, трем, т. е. имеем 4 различных остатка. Сколько нужно взять наугад произвольных целых чисел, чтобы среди них хотя бы два при делении на 3 давали одинаковые остатки?
№ 10. В ящике стола лежит 12 одинаковых по форме и размеру карандашей: 6 красных, 3 желтых, 2 зеленых и 1 черный. Определите,  какое наименьшее количество карандашей нужно взять из ящика стола, не заглядывая в него, чтобы среди карандашей оказалось:
а) не менее двух карандашей одного цвета;
б) хотя бы 3 карандаша одного цвета;
в) хотя бы 1 красный карандаш;
г) хотя бы 2 желтых карандаша.
№ 11. Четыре пары перчаток отца по 2 пары черных и серых лежали на полке в шкафу. Какое наименьшее число перчаток должен взять отец наугад, чтобы обеспечить себя парой одного цвета?
№ 12. При делении целых чисел на некоторое натуральное число можно получить столько различных остатков (включая 0), сколько единиц в делителе. Например, при делении на 2 может быть …за остатка 0 и 1, при делении на 5 пять остатков: 0, 1, 2, 3,4. Определите, сколько нужно взять наугад произвольных целых чисел, чтобы среди них хотя бы два давали одинаковые остатки при делении на:  а) 7; б) 10; в) 15.
№ 13. Имеется 4 чемодана и 4 ключа от замков к ним. Но ключи перемешались. Сколько испытаний в худшем случае нужно произвести, чтобы подобрать для каждого из чемоданов соответствующий ключ? А если бы было 5 чемоданов и 5 ключей к ним?
№ 14. В темной кладовой на полке лежат салфетки: 10 красных, 8 синих и 4 желтых. Определите, какое наименьшее количество салфеток надо взять, чтобы среди них оказалось: а) по одной салфетке каждого цвета; б) не менее 6 синих салфеток.
№ 15. На 12 карточках написали слова мужского рода, на 9 карточках женского рода и на 10 карточках —среднего рода. Все эти карточки разложили на столе так, что сделанные на них надписи не видны. Определите, какое наименьшее число карточек нужно перевернуть, чтобы на них было написано:
а) 2 слова мужского рода;
б) по одному слову каждого рода;
в) хотя бы 3 слова среднего рода.
№ 16. Некто рассыпал связку из 10 ключей от 10 дверей. Каждый ключ подходит только к одной двери. Как за наименьшее число попыток восстановить соответствие между ключами и дверями?
№ 17. В поход пошли ученики трех классов. Руководитель не знает, кто в каком классе учится. Определите, какое наименьшее число дежурных он должен назначить, чтобы среди них обязательно оказалось не менее: а) двух человек из одного класса; б) трех человек из одного класса.
№ 18. Какое наименьшее количество любых натуральных чисел надо взять, чтобы среди них имелось хотя бы 3 числа, которые при делении на 5 давали бы одинаковые остатки? Приведите примеры меньшего количества чисел, среди которых нет трех, дающих одинаковые остатки при делении на 5.
Решения, ключи и ответы к заданиям

№ 1. а) Пусть первым догадался мудрец А.
Он мог рассуждать следующим образом:
«Предположим, что у меня шляпа черная.
Тогда Б видит мою черную шляпу и белую шляпу В и думает, какого цвета его шляпа.«Если бы моя (Б) шляпа была черной, то В, видя 2 черные шляпы, сразу же заявил бы о белом цвете своей шляпы». Однако В молчит.
Следовательно, Б должен сделать вывод о том, что его шляпа не черная, а белая, и заявить об этом. Однако и Б молчит.
Следовательно, мое исходное предположение о том, что у меня шляпа черная, ложно.Таким образом, у меня шляпа белая». 
б) Если у одного мудреца, например Б, черная шляпа, то А, предположив, что и у него шляпа тоже черная, ожидал бы, что В сразу же догадается, что у него белая шляпа, так как черных шляпы всего 2.
Следовательно еще быстрее догадался бы о цвете своей шляпы, чем в случае, когда у всех белые шляпы.
Если же у двух мудрецов черные шляпы, а у третьего белая, то он моментально об этом догадался бы. 

№ 2. Пусть А - передний мудрец, Б – второй и В – последний.
Догадался передний мудрец. Он мог рассуждать, например, так:
«Поскольку последний в ряду мудрец В, который видит 2 шляпы, молчит, то у нас с Б не могут быть одновременно черные шляпы.
Рассуждая аналогично, мудрец Б догадался бы, что у него белая шляпа, если бы у меня была шляпа черная. 
Но Б пока молчит, следовательно, у меня шляпа белая». 
Если в предыдущих задачах про мудрецов их положение было симметрично и они догадывались о своих лбах и шляпах практически одновременно, то в этой задаче положение первого мудреца, который не видит ни одной шляпы, на первый взгляд самое трудное.В действительности только он и может догадаться, если все три шляпы белые. 

№ 3. Из п. 5 и 6 следует, что завтра не может быть одновременно и холодно, и без осадков, и высокая влажность.
Тогда из п. 2 следует, что сегодня дождя не будет. 
Тогда из п. 1 следует, что завтра будет ветрено. 
Тогда из п. 4 следует, что сегодня будет холодно. 
Тогда из п. 3 следует, что сегодня и влажность будет высокой. 
Тогда из п. 7 следует, что и завтра влажность будет высокой. 
Тогда из п. 6 следует, что сегодня будет безветренно. 
Тогда из п. 5 следует, что завтра будет тепло. 
Итак, сегодня будет безветренно, холодно, дождь не ожидается, но влажность будет высокой. Завтра потеплеет и при высокой влажности будет ветрено и дождливо. 

№ 4. Будем решать задачу, исключая те случаи, которые противоречат какому-либо из условий задачи.
Для удобства решения составим прямоугольную таблицу, в которой по вертикали запишем воинские звания шахматистов, а по горизонтали – их специальности. 
Рассмотрим, кто с кем играл первую партию.
В условии сказано, что лейтенант выиграл у летчика, ясно, что лейтенант – не летчик. Но одновременно с лейтенантом и летчиком на другой доске играл майор с танкистом, значит, лейтенант и не танкист, а майор – не танкист и не летчик.
Учитывая, что на третьей доске играл сержант с минометчиком, мы получаем, таким образом, следующий вывод: лейтенант – не летчик, не танкист и не минометчик.
Ставим в таблице в соответствующих клеточках знак минус, то есть в строке «лейтенант» ставим минусы в 1, 2 и 4-й клеточках (считая слева направо).
В тех же трех столбцах ставим минусы и в строке «майор», ибо и майор – не летчик, не танкист и не минометчик.
По той же причине вписываем минусы в 1, 2 и 4-ю клеточки строки «сержант». 
Так как во втором туре капитан выиграл у танкиста, значит, капитан – не танкист, вносим в таблицу еще один минус в соответствующую клеточку (2-я строка, 2-й столбец). В третьем туре минометчик должен был играть с капитаном, а в четвертом – с ефрейтором, следовательно, минометчик – не капитан и не ефрейтор.
Вписываем в 4-й столбец два минуса в соответствующие клеточки (2 и 6-я, считая сверху вниз). 
В четвертом туре майор выиграл у связиста, значит, майор – не связист.
По результатам турнира можно судить, что сапер – не майор и не лейтенант.
Вписав в таблицу и эти последние три минуса, мы получим следующую таблицу: 
	
	Летчик
	Танкист
	Артиллерист
	Минометчик
	Сапер
	Связист

	Майор
	 –
	–
	+
	–
	–
	–

	Капитан
	+
	–
	–
	–
	–
	–

	Лейтенант
	–
	–
	–
	–
	–
	+

	Старшина
	–
	–
	–
	+
	–
	–

	Сержант
	–
	–
	–
	–
	+
	–

	Ефрейтор
	–
	+
	–
	–
	–
	–


По смыслу задачи в каждой строке и в каждом столбце должен быть плюс и только один, ибо каждую специальность имеет только один из шахматистов и каждое воинское звание имеет только один из шахматистов, так как всего шесть различных воинских званий и шести разных специальностей. 
Рассмотрим четвертый столбец: в пяти клетках стоят минусы, значит, минометчиком является старшина, что обозначим знаком плюс.
Но тогда в остальных пяти клеточках 4-й строки можно поставить минусы. 
Рассмотрим теперь 2-й столбец.
Легко сообразить, что танкистом является ефрейтор.
Поставим плюс во 2-й клеточке последней строки, в остальных клетках этой строки поставим минусы.
Затем устанавливаем, что летчик – капитан, сапер – сержант, связист – лейтенант, майор – артиллерист. 
Можно было рассматривать не столбцы, а строки. Иногда рассматривают попеременно и строки, и столбцы. 

№ 5. Выделим три множества: множество имен, множество предметов и множество городов.
Элемент каждого из множеств на рисунке 1 задан своей точкой (буквы на этом рисунке — первые буквы соответствующих слов).
Если две точки из разных множеств характеризуют признаки разных людей, то будем соединять такие точки штриховой линией.
Если же две точки из разных множеств соответствуют признакам одного человека, то такие точки будем соединять попарно сплошными линиями.
Существенно, что по условию задачи для каждой точки любого множества в каждом из остальных множеств найдется одна и только одна точка, ей соответствующая.

Таким образом, граф на рисунке 1 содержит все заданные в условии элементы множеств и отношения между ними.
Задача на языке графов сводится к нахождению трех «сплошных» треугольников с вершинами в разных множествах. Рассмотрим граф на рисунке.
Напрашивается штриховой отрезок ХД, Действительно, Л соответствует X и, одновременно, Л не соответствует Д, т. е. X не может соответствовать Д.
Итак, используется типичная для такого рода задач операция на графе: если у треугольника с вершинами в трех разных множествах одна сторона сплошная, вторая – штриховая, то третья должна быть штриховой.
Из условия задачи следует равномерность еще одной операции на графе: если какая-то точка соединена штриховыми отрезками с двумя точками во втором множестве, то ее следует соединить с третьей точкой этого множества сплошным отрезком.
Так проводится сплошной отрезок ДФ.
Далее проводится штриховой отрезок ДМ (в треугольнике ДФМ сторона ДФ сплошная, а ФМ – штриховая), ДК сплошным (ДМ и ДЛ штриховые), теперь соединим точки Ф и К сплошным отрезком.
Если в треугольнике с вершинами в разных множествах две стороны сплошные, то третья тоже будет сплошной.
Найден первый «сплошной» треугольник ДФК.

Так, не возвращаясь к тексту задачи, руководствуясь лишь естественными операциями на графе, описанными выше, мы находим решение.
Отметим последовательность, в которой проводились отрезки: ХД, ДФ, ДМ, ДК, ФК, МС, ИЛ, ХИ, БМ, БС.Вершины каждого из трех полученных «сплошных» треугольников определяют ответ задачи:
Иван преподает химию в Ленинграде, Дмитрий – физику в Киеве и Степан – биологию в Москве.
№ 6. Ответ: «Нет».
Так как первый и второй приятели дали различные ответы, то один из них – лжец, а другой – рыцарь. Кроме того, рыцарь не мог ответить «Нет» на предложенный ему вопрос, так как в этом случае он бы сказал неправду (среди двух оставшихся точно есть лжец). Следовательно, первый – лжец. Он солгал, значит, среди двух оставшихся должен быть лжец, и им может быть только третий приятель. Значит, третий ответил «Нет». 
№ 7.  88 шаров.
№ 8. 130 - (35 + 30 + 25 + 20) = 20, то 14·4 + 20 = 76 и надо взять 1 + 76 = 77 фотографий. 
№ 9. 4 числа.
№ 10. а) 5; б) 8; в) 7; г) 11.
№ 11. 5.
№ 12. а) 8; б) 11; в) 16. 
№ 13. Для 4 чемоданов – 6 способов, для 5 чемоданов – 10 способов.
№ 14. а) 19; б) 20.
№ 15. а) 21; б) 22; в) 24.
№ 16. 45.
№ 17. а) 4; б)7.
№ 18. 11.
Раскраски
На олимпиадах последних лет часто встречаются задачи, объединенные одной и той же идеей — раскрасить в несколько цветов таблицу так, чтобы было видно, что какое-то условие задачи не может выполняться.
Задача 1. Гостиница имеет форму квадрата 3x3, каждая клетка 1x1 — ком​ната. Все 9 постояльцев недовольны своей комнатой и считают, что любая комната через стенку лучше, чем та, в которой они живут. Может ли хозяйка переселить их так, чтобы каждый постоялец пе​реехал в соседнюю комнату?
Решение. Раскрасим комнаты в шахматном порядке (рис. 4).[image: image54.png]Pue. 4.



 
Соседние комнаты при этом окрасятся в разный цвет. При переезде цвет комнаты меняется, тогда те постояльцы, которые живут в пяти белых комнатах, должны переехать в чёрные комнаты, а их всего 4. Значит, такой обмен невозможен.
Задача 2. Можно ли разрезать прямоугольник 10 х 6 на прямоугольники 1x4?
Решение. Раскрасим клетки прямоугольника в диагональном порядке в четыре цвета (рис. 5). При такой раскраске при любом расположении пря​моугольника 1 х 4 он закрывает по одной клетке разных цветов, значит, если бы мы смогли разрезать прямоугольник на фигурки 1 х 4, то квад​ратиков каждого цвета было бы равное количество. У нас цвета 1 и 3 — по 15 клеток, цвета 2 — 16 клеток и цвета. 4 — 14 клеток. Значит, данный прямоугольник разрезать нельзя.
 [image: image55.png]


 
Задача 3. На доске размером 8 х 8 в левом нижнем углу в виде квадрата 3 x 3 стоят 9 фишек (рис. 6). За один ход разрешается какой-нибудь од​ной фишке перепрыгнуть через любую другую фишку на клетку, симметричную первой фишке относительно второй (если эта клет​ка свободна). Можно ли после нескольких таких ходов собрать все фишки в виде квадрата 3 х 3 в правом верхнем углу доски?[image: image56.png]


 
Решение. Раскрасим клетки квадрата, как показано на рис. 7. При такой раскраске при любом разрешенном перемещении фишка остается на поле того же цвета (нужно рассмотреть перемещения по вертикали и горизон​тали). Сначала шесть фишек стояли на белых клетках, значит, и в конце они должны будут стоять на белых клетках, а в правом верхнем углу у нас только три белых клетки. Значит, переставить нельзя.[image: image57.png]


 
Задача 4. Дворец имеет форму прямоугольника размером 13 х 15. Каждая клетка, кроме центральной, — комната замка, а в центральной клет​ке находится бассейн. В каждой стене (стороне клетки), разделя​ющей две соседние комнаты, есть дверь. Можно ли, не выходя из дворца и не заходя в бассейн, обойти все комнаты, побывав в каж​дой ровно по одному разу?
Решение. Раскрасим прямоугольник в шахматном порядке так, чтобы центральная клетка была чёрная. При этом клеток чёрного цвета будет на 1 меньше, чем белых клеток. В центральной клетке находится бассейн, по​этому чёрных комнат на 2 меньше, чем белых. При переходе через дверь мы попадаем в комнату другого цвета, т.е. цвет комнат чередуется. По​этому разность между количеством пройденных комнат разного цвета не более единицы (т.к. путь распадается на пары клеток разного цвета, ис​ключая, может быть, последнюю). Значит, обойти все комнаты, побывав в каждой ровно по одному разу, нельзя.
Задачи для самостоятельного решения 
№ 1.  От шахматной доски 8x8 отрезали а) клетку а1; б) клетки а1 и h1; в) клетки а1 и h8. Можно ли остаток доски разрезать на «доминошки» 2 x 1?
№ 2.  В дачном посёлке 25 участков, расположенных в виде квадрата 5x5. Каждому из дачников, владеющих этими участками, нравится участок соседа (соседи — те, кто имеет общий забор). Могут ли они поменяться участками так, чтобы все 25 дачников получили нравящиеся им участки?
№ 3. Из доски 8 x 8 вырезали угловую клетку. Можно ли получившийся остаток разрезать на прямоугольники 3 x 1?
№ 4.   Может ли Карлсон на спор с Малышом обойти шахматным конем всю шахматную доску размером 7 x 7 так, чтобы конь побывал на каждой клетке по одному разу и вернулся на начальную клетку?
№ 5. Из шахматной доски 8 x 8 вырезали а) клетку а1; б) клетки а1 и h8. Можно ли остаток доски обойти шахматным конём, побывав на каждой клетке по одному разу и вернувшись на прежнее место?
№ 6. Можно ли разрезать квадрат 10 х 10 на прямоугольники 1 x 4?
Решения, ключи и ответы к заданиям
№ 1. а) нет, т.к. осталось нечетное число клеток, а «доминошка» занимает 2 клетки; б) да, легко можно найти один из вариантов; в)  нет, нельзя. Раскрасим клетки в шахматном порядке. Клетки al и h8 — одного цвета, чёрные. Осталось 32 белых и 30 черных клеток, а покрыть «доминошками», каждая из которых занимает 1 белую и 1 чёрную клетку, возможно только равное число белых и чёрных клеток.
№ 2. Нельзя. Решение аналогично решению примера 1 про гостиницу.
№ 3. Нельзя. Раскрасим клетки доски в диагональном порядке в три цвета (см. рис. 93). При такой раскраске при любом расположении фигурки 3x1 она закрывает по одной клетке разного цвета, значит, если бы мы смогли разрезать прямоугольник на фигурки 3 х 1, то квадратиков каждого цве​та было бы равное количество, а у нас цвета 1 — 21 клетка, цвета 2 — 22 клетки. Значит, нельзя разрезать. 
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№ 4. Не может. Пусть конь стоит на чёрном поле. После очередного хода он окажется на белом поле (см. рис. 94), т.е. при движении коня цвет поля чередуется. Если конь обойдет все клетки доски по одному разу, он сделает 48 ходов и окажется на клетке того же цвета, что и клетка, с которой он вышел. С неё на начальную клетку, которая того же цвета, он за оставшийся ход не попадёт.
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Рис. 94.
№ 5.  Не может в обоих случаях.
а) Решение аналогично решению задачи 3.4.
б) Клетки al и h8 чёрного цвета. Когда конь делает ход, цвет его клетки меняется, значит, оставшиеся 62 клетки последовательность ходов разбивает на пары белый — чёрный, что невозможно при неравном количестве белых (32) и чёрных (30) клеток. Значит, нельзя остаток доски обойти шахматным конем, побывав на каждой клетке по одному разу.
№ 6. Разрезать нельзя. Решение аналогично решению задачи № 3 (раскраска диагональная в 4 цвета).
Цветная комбинаторика
Задача 1. Площадка перед домом выложена 40 квадратными плитками. Со временем некоторые плитки треснули, и было решено покрыть площадку заново. В магазине оказались только прямоугольные плитки, составленные из двух квадратов размером в старую плитку. Можно ли покрыть площадку двадцатью такими плитками?
Решение. Площадка состоит из 40 квадратов. Двадцать плиток тоже содержат 40 квадратов. Кажется, что площадку можно покрыть двадцатью прямоугольными плитками. Но если мы попробуем это сделать, то все время два квадрата остаются не покрытыми. Попробуем понять, почему так получается. Раскрасим квадраты в шахматном порядке. Получим 21 черный квадрат и 19 белых квадратов. Одна плитка покрывает 1 черный и 1 белый квадраты. 19 плиток покрывают 19 белых и 19 черных квадратов. Два черных квадрата всегда останутся непокрытыми. Но они не являются соседними. Поэтому покрыть площадку двадцатью прямоугольными плитками невозможно.
Теория «покрытия» - большой раздел комбинаторной геометрии, интерес к которому постоянно возрастает. Области, которые требуется покрыть, могут быть любой формы, конечными или бесконечными. Иногда требуется покрытие не одинаковыми фигурами, а фигурами нескольких различных форм. Доказательство несуществования таких фигур нередко удается получить, раскрасив клетки покрываемой фигуры специальным образом в несколько цветов.
Задача 2. Какое наибольшее количество клеток в квадрате 10 x 10, нарисованном на клетчатой бумаге можно закрасить так, чтобы ни в каком квадрате 2 x 2 не оказалось трех закрашенных клеток?
Решение. Разобьем квадрат на 25 квадратов со стороной 2 x 2. В каждом из них может быть не более двух закрашенных клеток. Значит, общее число закрашенных клеток не более 2·25 = 50. Пример такой раскраски - закрасить все строки с нечетными номерами.
Можно сформулировать и решить более общую задачу.
Задача 3. Какое наибольшее число клеток в квадрате n х n, (при четном n), нарисованном на клетчатой бумаге, можно закрасить так, чтобы ни в одном квадрате 2 x 2 не оказалось трех закрашенных клеток?
Решение. Закрасим целиком все строки с нечетными номерами первую, третью и так далее. Тогда число закрашенных клеток будет  n2 /2. Докажем, что большего количества клеток закрасить нельзя. Если n = 2k, то разобьем квадрат 2k х 2k на k2 квадратов 2 х 2. В каждом из них может быть не более двух закрашенных клеток. Следовательно, общее число закрашенных клеток не превосходит 2k2 = n2 /2 .
Задача 4. На шахматной доске стоит фигура «верблюд», которая каждым ходом сдвигается на 3 клетки по вертикали и на одну по горизонтали, или на 3 клетки по горизонтали и па одну по вертикали. Может ли «верблюд», сделав несколько ходов, попасть в клетку, соседнюю с исходной по стороне?
Решение. Если «верблюд» стоит на белой клетке шахматной доски, то после очередного хода он вновь окажется на белом поле. Сколько бы раз, и в каком бы направлении он не ходил, на соседней по стороне (то есть черной клетке) он оказаться не может.
Задача 5. В квадрате, состоящем из клеток со стороной 1, Аня покрасила все клетки, находящиеся на диагоналях этого квадрата. Какую площадь имеет этот квадрат, если окрашенными оказались 19 клеток?
Решение. Заметим, что на каждой диагонали столько клеток, сколько строк шириной 1 имеет квадрат. У диагоналей квадрата будет одна общая клетка (расположенная в центре квадрата), если число строк нечетное и не будет общих клеток, если число строк четное. Тогда, при нечетном числе строк число клеток на диагоналях будет нечетным, а при четном числе строк - число клеток на диагоналях будет четным. Аня окрасила квадрат с нечетным числом строк, и число клеток на диагоналях будет 2n - 1. Так как 2n - 1 = 19, то n = 10.  Следовательно, данный квадрат имеет размеры 10 х 10, и его площадь равна 100. 
Задача 6. Докажите     
невозможность   
покрытия шахматной доски пятнадцатью плитками вида А и одной плиткой вида В, если одна клетка плитки покрывает клетку шахматной  доски
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   A         B
Решение. Применим раскраску такого «фасона»: темная полоса, светлая полоса. Тогда плитка видаБ покрывает на любом участке 2 белые и 2 черные клетки. Фигура вида А на любом участке покрывает нечетное число черных клеток и нечетное число белых клеток. Добавление одной фигуры вида Б ничего не изменит, то есть в итоге на шахматной доске должно быть покрыто нечетное число белых клеток и нечетное число черных клеток. Но на шахматной доске 32 белых клетки и 32 черных клетки. Значит, такое покрытие невозможно.
Задачи «на покрытие» плоскости тесно связаны с аналогичными задачами на заполнение   тела в пространстве.
Рассмотрим, например, следующую задачу.
Задача 7. Можно ли ящик размером 6 x 6 x 6 заполнить кирпичами размерами 1 x 2 x 4?
Решение. Представим себе, что ящик разделен на 27 кубиков размером 2 x 2 x 2. Раскрасим кубики в шахматном порядке в черный и белый цвет Подсчитав, сколько белых и черных кубиков вмещает ящик, мы обнаружим, что кубиков одного цвета на 8 больше, чем кубиков другого цвета. Независимо от того, как расположен кирпич внутри ящика, он всегда занимает одинаковое число белых и черных кубиков. Поэтому независимо от того, как расположены в ящике первые 26 кирпичей, в нем еще остается 8 кубиков одного цвета, которые нельзя заменить 27 кирпичом. [image: image61.png]Pucyrox 37




Раскраска   помогает   решать   задачи,
не связанные с покрытием или заполнением тела.
Задача 8. В клетках квадратной таблицы 4 x 4 расставлены знаки «+» и «—» так, как показано на рисунке 38. Разрешается одновременно менять знаки во всех клетках, расположенных в одной строке, в одном столице или ни прямой, параллельной какой-нибудь диагонали (в частности, можно менять знак в любой угловой клетке). Докажите, что сколько бы не произвели таких перемен знаков, нам не удастся получить таблицу, составленную из одних знаков «+».
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Решение. Закрасим в таблице 8 клеток так, как показано на рисунке. В любой строке, любом столбце и на любой прямой, параллельной диагонали, либо нет закрашенных клеток, либо есть 2 клетки.
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Первоначально в этих клетках записан только один минус. Четность числа минусов в закрашенных клетках не может изменяться. Так как единица число нечетное, то после каждой перемены знаков  в закрашенных клетках, число минусов останется нечетным и не может оказаться равным нулю.
Задачи для самостоятельного решения
№ 1. Дана шахматная доска, из которой вырезана пара противоположных угловых клеток, и дана коробка домино, каждая клеточка которого покрывает ровно две клетки шахматной доски. Возможно ли покрыть эту доску с помощью 31 косточки домино?
№ 2. Дан деревянный куб размером 3 x 3 x 3. Термит прогрызает в этом кубе туннель от центра одного кубика к другому, начиная от центра какого-нибудь углового кубика. Может ли он пройти через центры всех кубиков и закончить путь в центральном кубике, если движется термит параллельно ребрам куба и каждый кубик проходит ровно один раз?
№ 3. Квадрат 4 x 4 разделен на 16 клеток. Раскрасьте эти клетки в белый и черный цвета так, чтобы у каждой черной клетки было три белых соседа, я у каждой белой клетки был ровно один черный сосед. Соседними считаются клетки, имеющие общую сторону.
Решения, ключи и ответы к заданиям
№ 1.
Шахматная доска раскрашена в два цвета. Каждая косточка домино покрывает два цвета. Тогда 31 косточка домино покрывает 31 клетку одного цвета и 31 клетку другого цвета. Но шахматная доска с вырезанными угловыми клетками содержит разное число клеток разного цвета. Ответ: Нет.
№ 2. Раскрасим   кубик   в   шахматном порядке в черный и белый цвет. Все угловые кубики окрашены в черный цвет, внутренний центральный кубик при такой раскраске будет белого цвета. Всех кубиков 27. Движение термита можно схематически записать так: 1-ый ход: черный - белый; 2-ой ход: белый черный, и так далее; 26-ой ход: белый - черный. Значит, свой путь термит может закончить в черном кубике. Ответ: Нет.
№ 3. Отметим вначале, что белых клеток должно быть в 3 раза больше, чем черных, так что белых клеток будет 12, а черных - 4. Теперь можно найти вариант раскраски 
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Задачи на движение
Задачи на движение навстречу друг другу, решаемые с помощью рисунка.
Существует два схожих между собою типа задач: на встречное движение и на погоню (движение в одном направлении). Следует иметь виду, что если происходит движение тел навстречу друг другу со скоростями [image: image65.png]


 и [image: image66.png]


, расстояние между которыми в момент начала движения было [image: image67.png]


, то время, через какое эти тела встретятся, определяется по формуле [image: image68.png]


.
Если происходит движение тел со скоростями [image: image69.png]


 и [image: image70.png]


 в одном направлении (то есть одно тело догоняет другое), то время, за которое одно тело догонит другое при [image: image71.png]vV, >V1



, вычисляется по формуле[image: image72.png]


, где [image: image73.png]


 – расстояние между телами в начале движения.
 Задача 1. Расстояние между городами A и B равно 435 км. Из города A в город B со скоростью 60 км/ч выехал первый автомобиль, а через час после этого навстречу ему из города B выехал со скоростью 65 км/ч второй автомобиль. На каком расстоянии от города A автомобили встретятся? Ответ дайте в километрах.
Решение. Изобразим схематически эту задачу.
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Так как из пункта А автомобиль ехал на 1 час дольше и так как его скорость 60 км/ч, то за этот час он проехал 60 км. Значит, движение навстречу друг другу автомобили начали, когда расстояние между ними было [image: image75.png]435-60=2375



 км.
Тогда они вместе ехали [image: image76.png]_ 375 375,
60+65 125




 часов. 
Следовательно из пункта А автомобиль ехал [image: image77.png]3+1=4



 часа. 
И он проехал [image: image78.png]60 -4 = 240



км.   На этом расстоянии от пункта А они встретились. 
Ответ:  240 км.
Задача 2. Расстояние между городами A и B равно 470 км. Из города A в город B выехал первый автомобиль, а через 3 часа после этого навстречу ему из города B выехал со скоростью 60 км/ч второй автомобиль. Найдите скорость первого автомобиля, если автомобили встретились на расстоянии 350 км от города A. Ответ дайте в км/ч.
Решение. Изобразим схематически эту задачу.
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Узнаем, какое расстояние проехал автомобиль, выехавший из города В: [image: image80.png]470—-350=120



 км. 
Так он ехал со скоростью 60 км/ч, то на пять до встречи он затратил [image: image81.png]_ 120 _
60



 часа.
Значит, автомобиль, выехавший из пункта А был в пути [image: image82.png]24+3=15



 часов.
Так как он проехал 350 км, то его скорость равна [image: image83.png]


 км/ч.
Ответ:  70 км/ч.
Задача 3. Товарный поезд каждую минуту проезжает на 750 метров меньше, чем скорый, и на путь в 180 км тратит времени на 2 часа больше, чем скорый. Найдите скорость товарного поезда. Ответ дайте в км/ч.
Решение. В ситуации погони тело, которое обгоняют можно рассматривать, что оно находится в состоянии покоя (с точки зрения физики это тело взять за начало отсчёта)! Предположим, что товарный поезд стоит на месте, значит, относительно него скорый поезд проехал 180 км за 2 часа, тогда его скорость будет равна [image: image84.png]


 км/ч. Далее получается задача на погоню. 
 Пусть скорость товарного поезда будет х км/ч. В формуле [image: image85.png]


 известно, что [image: image86.png]S =750m =0.75xm
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Отсюда [image: image88.png]1075
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 км/ч.
Ответ: 45 км/ч.
Задача 4. Расстояние между городами A и B равно 150 км. Из города A в город B выехал автомобиль, а через 30 минут следом за ним со скоростью 90 км/ч выехал мотоциклист, догнал автомобиль в городе C и повернул обратно. Когда он вернулся в A, автомобиль прибыл в B. Найдите расстояние от A до C. Ответ дайте в километрах.
Решение. Сначала узнаем, на каком расстоянии от города А был автомобиль через 30 минут после отъезда, то есть через 0,5 ч. Пусть его скорость будет [image: image89.png]


, тогда за 0,5 часа он проехал [image: image90.png]0,5v,



 км. По формуле погони [image: image91.png]
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Пусть [image: image94.png]AC
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 км, тогда [image: image95.png]BC



 км. От пункта С до пункта А мотоциклист ехал столько же времени, сколько автомобиль от пункта С до пункта В. Найдем время, затраченное на путь от С до А мотоциклиста [image: image96.png]


, а время, затраченное автомобилем на путь от С до В равно [image: image97.png]


. Так как прибыли они одновременно, то 
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 км.
Ответ: 100 км. 
Задача 5. Два мотоциклиста стартуют одновременно в одном направлении из двух диаметрально противоположных точек круговой трассы, длина которой равна 14 км. Через сколько минут мотоциклисты поравняются в первый раз, если скорость одного из них на 21 км/ч больше скорости другого?
Решение. От движения по окружности переходим к движению по прямой, получается задача на погоню. Если длина окружности 14 км, то пол-окружности составляют [image: image99.png]0.5-14 = Txwm



. 
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, то [image: image102.png]q=%-60:20muH



.
Ответ: 20 мин. 
Задача 6. Из одной точки круговой трассы, длина которой равна 14 км, одновременно в одном направлении стартовали два автомобиля. Скорость первого автомобиля равна 80 км/ч, и через 40 минут после старта он опережал второй автомобиль на один круг. Найдите скорость второго автомобиля. Ответ дайте в км/ч.
Решение. Переводим эту задачу из движения по кругу на движение по прямой на погоню. 
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Переводим минуты в часы [image: image104.png]40 mun = @q =
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. Пусть скорость второго автомобиля будет х км/ч. 
Из условия она должна быть меньше 80 км/ч, иначе первый автомобиль его не догонит. Отсюда:
[image: image105.png]T 80— x
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 км/ч.
Ответ: 59 км/ч. 
Задачи на среднюю скорость.
Все задачи на среднюю скорость решаются по формуле [image: image106.png]. A oO1ee
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.
Задача 7. Первую треть трассы автомобиль ехал со скоростью 60 км/ч, вторую треть — со скоростью 120 км/ч, а последнюю — со скоростью 110 км/ч. Найдите среднюю скорость автомобиля на протяжении всего пути. Ответ дайте в км/ч.
Решение. Пусть всё расстояние равно S. Тогда первую часть пути автомобиль проехал за [image: image107.png]


 часов, вторую за [image: image108.png]


 часов, а третью за [image: image109.png]


часов, всего на дорогу он затратил [image: image110.png]Lo 1o 1
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 часов. Отсюда получаем выражение: [image: image111.png]" — % S
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. Посчитаем сначала общее время. 
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 км/ч.
Ответ: 88 км/ч. 
Задачи на движение мимо неподвижных тел и на обгон одного тела другим.
Задача 8. Поезд, двигаясь равномерно со скоростью 80 км/ч, проезжает мимо придорожного столба за 36 секунд. Найдите длину поезда в метрах.
Решение. Переведем секунды в часы: [image: image115.png]36 1
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. Сделаем рисунок: (Н – начало поезда, К – конец поезда). По рисунку видно, что надо найти расстояние, равное длине поезда, пройденное за 36 секунд со скоростью 80 км/ч.
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Чтобы найти расстояние, надо скорость умножить на время: [image: image117.png]30 - 1 = 0,8xkm = 800
100




Ответ: 800 м.
Задача 9. Поезд, двигаясь равномерно со скоростью 60 км/ч, проезжает мимо лесополосы, длина которой равна 400 метрам, за 1 минуту. Найдите длину поезда в метрах.
Решение. Переводим минуту в часы: [image: image118.png]|
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. По рисунку видно, что длина поезда плюс длина лесополосы – это расстояние, пройденное за 1 минуту со скоростью 60 км/ч. 
[image: image119.png]Jecoronoca

X KM

400 M= 0.4 kM

X+04 xm





[image: image120.png]x+0,4=60-%:x+0,4=1:x=1—0,4=0,6im:6OOM



.
Ответ: 600 м. 
Задачи на движение часовой и минутной стрелки (задачи с часами).
Задачи с часами представляют собой движение по окружности двух стрелок: часовой и минутной. В этих задачах удобно расстояние (путь) измерять в  оборотах, а скорость в оборотах в час, то есть находить угловую скорость. Так как за 1 час минутная стрелка проходит полный круг, то есть она делает один полный оборот, то скорость минутной стрелки равна [image: image121.png]V
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,  Часовая стрелка за один час проходит [image: image122.png]


 часть круга (в полном круге 12 часов), поэтому её скорость будет равна [image: image123.png]1
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.
Задача 10. Часы со стрелками показывают 3 часа. Через какое наименьшее время стрелки часов совпадут ?
Решение. Известно, что [image: image124.png]V
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 и [image: image125.png]1
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. Пусть стрелки часов в первый раз совпадут через t часов. Изобразим часы. Каждое деление соответствует 5 минутам, весь круг 60 минут. Из рисунка видно, что минутная стрелка больше пройдет, чем часовая на 15/60=1/4 оборота .Если из расстояния минутной стрелки вычесть расстояние часовой, то получится ¼. 
1 об/ч  t- 1/12 об/ч = ¼ об , 11/12t = 1/4 , t = 3/11
[image: image126.png]


  
Ответ: [image: image127.png]


 часа.
Задача 11.   Петя в трамвае заметил Васю, который поравнялся с трамваем следуя вдоль трамвайных путей в противоположном направлении .Через минуту Петя вышел и побежал вдогонку за Васей вдвое быстрее его, но в 4 раза медленнее трамвая. Через какое время Петя догонит Васю? 
Решение. Прежде всего, нужно понять, что означает «в два раза быстрее». Это значит, что скорость больше в два раза. А поэтому в два раза больше будет пройденное расстояние (не важно, за какое время). Тогда, если Петя идет в два раза быстрее Васи и в 4 раза медленнее трамвая, то Вася проходит за минуту в [image: image128.png]


 раз меньшее расстояние, чем трамвай.
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Поэтому если за одну минуту Вася проходит какой-то отрезок пути, то трамвай проезжает 8 таких отрезков. Поэтому расстояние между мальчиками в момент выхода Пети составляет 9 отрезков. За ту же минуту Петя проходит 2 отрезка (раз его скорость в 2 раза больше). Введем единицу измерения длины, равную этому же отрезку. Тогда мы имеем стандартные начальные данные для самой обычной задачи на скорость сближения. Скорости мальчиков известны – это 1 (отрезок/мин) и 2 (отрезка/мин), а расстояние для сближения составляет 9 отрезков .За каждую минуту оно сокращается на 2-1=1 отрезок (это и есть скорость сближения). А нам надо узнать, за какое время расстояние в 9 отрезков сократится до нуля, то есть надо узнать время сближения. Его можно найти, разделив путь сближения на скорость сближения. Поэтому 9 делим на 1 и получаем 9 минут. 
Ответ: 9 мин.
Задача 12. Стоящий на эскалаторе человек поднимается за 2 мин, а бегущий по эскалатору — за 40 с. За какое время этот человек поднимется по неподвижному эскалатору?
Решение. Стоящий на эскалаторе человек за 1 мин перемещается на половину длины эскалатора, а бегущий — перемещается на полторы длины эскалатора. Следовательно, идущий по неподвижному эскалатору человек за 1 мин перемещается как раз на длину эскалатора. 
Ответ: 1 мин.
Задача 13.  Моторная лодка за 3 ч проходит расстояние от города до поселка, расположенного ниже по течению реки. Сколько времени займет обратный путь, если скорость движения лодки относительно воды в 4 раза больше скорости течения?
Решение. Обозначим скорость течения v. При движении по течению скорость лодки относительно берега равна 5v, а при движении против течения ее скорость равна 3v. Следовательно, время движения против течения в 5/3 раза больше, чем время движения по течению.
Ответ: 5 ч.
Задача 14.  Рыбак плыл по реке на лодке, зацепил шляпой за мост, и она свалилась в воду. Через час рыбак спохватился, повернул обратно и подобрал шляпу на 4 км ниже моста. Какова скорость течения? Скорость лодки относительно воды оставалась неизменной по модулю.
Решение. Удобно рассматривать движение шляпы и лодки относительно воды,  потому что относительно воды шляпа неподвижна, а скорость лодки, когда она плывет от шляпы и к шляпе, по модулю одна и та же — так, как это было бы в озере. Следовательно, после поворота рыбак плыл к шляпе тоже 1 ч, т. е. он подобрал шляпу через 2 ч после того, как уронил ее. По условию за это время шляпа проплыла по течению 4 км, откуда следует, что скорость течения 2 км/ч.
Ответ: 2 км/ч.
Задача 15.  Из городов  А и Б навстречу друг другу по прямому шоссе одновременно выехали два велосипедиста. Скорость первого 10 км/ч, скорость второго 15 км/ч. Одновременно с велосипедистами из города  А вылетела ласточка. Она долетает до второго велосипедиста, разворачивается, Долетает до первого велосипедиста и летает так между ними до тех пор, пока велосипедисты не встретятся. Какой путь пролетела ласточка, если скорость ее движения 50 км/ч, а расстояние между городами 100 км? Временем разворота ласточки можно пренебречь.
Решение. Расстояние между велосипедистами каждый час уменьшается на 25 км. Поскольку начальное расстояние между ними 100 км, они встретятся через 4 ч. Все это время ласточка будет летать со скоростью 50 км/ч, следовательно, ее путь составит 200 км.
Ответ: 200 км.
Задачи для самостоятельного решения
№ 1. Два поезда, находившиеся на расстоянии 200 км друг от друга, сближаются по одной колее, причем каждый развивает скорость 50 км/ч. С ветрового стекла одного локомотива в начальный момент движения взлетает муха и принимается летать со скоростью 16 75 км/ч вперед и назад между поездами, пока те, столкнувшись, не раздавят ее. Какое расстояние успевает пролететь муха до столкновения? 
№ 2. Машина половину пути ехала со скоростью на 8 км/ч быстрее средней скорости, а вторую половину пути со скоростью в полтора раза меньшей средней. Определите среднюю скорость машины.
№ 3. Человек, рост которого 1,8 м, удаляется от источника света, находящегося на высоте 3 м, со скоростью 7,2 км/ч. С какой скоростью перемещается тень его головы?
№ 4. Автомобиль едет со скоростью 60 км/ч. С какой  скоростью он должен ехать, чтобы каждый километр он проезжал на 1 минуту быстрее?
№ 5. Бизнесмен ехал на деловую встречу. Он рассчитывал, что если будет двигаться со скоростью 90 км/ч, то приедет на час раньше, а если 60 км/ч, то опоздает на час. С какой скоростью он должен ехать, чтобы не опоздать?
№ 6. Два автобуса ехали по шоссе со скоростью 60 км/ч, расстояние между ними было равно 600 метров. Начался (пологий) подъем, на котором скорость автобуса падает до 40 км/ч. Каким стало расстояние между автобусами, когда они оба находились на подъеме?
№ 7. Пункты A, B, C расположены последовательно, причем расстояние AB равно 3 км, а расстояние BC равно 4 км. Из пункта A выехал велосипедист и поехал в пункт С. Одновременно с ним из пункта B вышел пешеход и направился в пункт A. Известно, что пешеход и велосипедист пришли в пункты A и C одновременно. Найдите, на каком расстоянии от пункта A они встретились
№ 8. Два пешехода отправляются одновременно в одном направлении из одного и того же места на прогулку по аллее парка. Скорость первого на 1,5 км/ч больше скорости второго. Через сколько минут расстояние между пешеходами станет равным 300 метрам?
№ 9. Два пешехода отправляются одновременно в одном направлении из одного и того же места на прогулку по аллее парка. Скорость первого на 1,5 км/ч больше скорости второго. Через сколько минут расстояние между пешеходами станет равным 300 метрам?
№ 10. По морю параллельными курсами в одном направлении следуют два сухогруза: первый длиной 120 метров, второй — длиной 80 метров. Сначала второй сухогруз отстает от первого, и в некоторый момент времени расстояние от кормы первого сухогруза до носа второго составляет 400 метров. Через 12 минут после этого уже первый сухогруз отстает от второго так, что расстояние от кормы второго сухогруза до носа первого равно 600 метрам. На сколько километров в час скорость первого сухогруза меньше скорости второго?
№ 11. По двум параллельным железнодорожным путям в одном направлении следуют пассажирский и товарный поезда, скорости которых равны соответственно 90 км/ч и 30 км/ч. Длина товарного поезда равна 600 метрам. Найдите длину пассажирского поезда, если время, за которое он прошел мимо товарного поезда, равно 1 минуте. Ответ дайте в метрах.
Решения, ключи и ответы к заданиям
№ 1. 150 км 
№ 2. 8 км/ч
№ 3. 5 м/с 
№ 4. Это невозможно 
№ 5. 72 км/ч 
№ 6. 400 м 
№ 7. 2,1 км
№ 8. 12 мин
№ 9. 25 мин
№ 10. на 6 км/ч
№ 11. 400 м
Задачи на проценты
Задача 1. Арбуз массой 20 кг содержал 99% воды. Когда он немного усох, содержание воды в нем уменьшилось до 98%. Какова теперь масса арбуза?
Решение: Масса «сухого вещества» арбуза составляла 100 - 99 = 1%. Это 20 · 0,01 = 0,2 кг. После усушки его масса составляла уже 100 - 98 = 2%. То есть те же самые 0,2 кг составляют 2% от новой массы арбуза. Найдем эту новую массу: 0,2 : 0,02 = 10 кг.        
Ответ: 10 кг.
Задача 2. Яблоки, содержащие 70% воды, потеряли при сушке 60% своей массы. Сколько процентов воды содержат сушеные яблоки ?
Решение: Пусть х масса яблок. Масса «сухого вещества» яблок 0,3х. (100 - 70 = 30%). Масса сушёных яблок 0,4х. (100 - 60 = 40%). Найдем сколько процентов « сухого вещества» в сушёных яблоках. 0,3х : 0,4х ·100 = 75%. Тогда воды 25%.                           
Ответ: 25%.
Задача 3. Число увеличили на 10%, потом ещё на 10%. На сколько процентов увеличили число за два раза?
Решение: Пусть число х, то после увеличения числа на 10% получим 1,1х, а после следующего увеличения  1,1х · 1,1 = 1,21х, т.е 121%. Значит число увеличили на 21%.              
Ответ: 21%.
Задача 4. В классе число мальчиков составляет 80% от числа девочек. Сколько процентов составляет число девочек  от числа мальчиков в этом классе?
Решение: Число мальчиков (m) составляют  80% от числа девочек (d ), значит, m = 0,8d. Отсюда  d = 1,25m, то есть число девочек составляет 125% от числа мальчиков.                            
 Ответ: 125%.
Задача 5. Торговец продал книгу со скидкой 5% от назначенной цены и получил 14% прибыли. Сколько процентов  прибыли планировал получить торговец при продаже книги?
Решение: Пусть торговец планировал продать книгу за а р., тогда он продал её за (1 - 0,05)а = 0,95а р. Эта сумма составила 100 + 14 = 114% цены, по которой торговец сам  купил книгу и которая составляла 0,95а : 1,14 = 5/6а р. Подсчитаем доход, который  планировал получить торговец ( в процентах): а : 5/6а · 100 = 120%. 120 - 100 = 20%.            
Ответ: 20% .
Задача 6. Цена билета в театр выросла на 40%, а выручка снизилась на 16%. На сколько процентов уменьшилось число зрителей?
Решение: Примем первоначальную цену билета за 1, тогда повышенная цена билета составит 1,4. Пусть «дешёвый» спектакль посетило х человек, а «дорогой» - у человек. Тогда выручка театра за «дешёвый» спектакль составит х, а за «дорогой» - 1,4у. Согласно условию, 1,4у : х = 0,84. Значит, у : х = 0,84 : 1,4 = 0,6. Следовательно, если принять х за 100%, то у составит 60% от х, т.е. число зрителей театра уменьшилось на 40%.   
Ответ: на 40%.
Задача 7. За каждый из первых трех месяцев года цены выросли на х %, а за каждый из девяти следующих месяцев – на 25%. Найдите х, если в целом за год цены выросли в восемь раз.
Сложные проценты.
А) Пусть некоторая величина А увеличивается n  раз и каждый раз на  Р%. Окончательное значение An находится по формуле Аn =А(1+Р/100)n.
Б) Пусть некоторая величина А увеличивается n  раз последовательно на Р1%, Р2%,…….Рn%. Тогда её окончательное значение Аn находится по формуле Аn=А(1+Р1/100)(1+Р2/100)……..(1+Рn/100).
Решение: Обозначим буквой А эти самые цены. 
Тогда, А(1 + х/100)3(1 + 25/100)9 = 8А, откуда после упрощений имеем (1 + х/100) 3 = (23·49) : 59, или 1 + х/100 = (2·43) : 53, откуда х = 2,4.                      
Ответ: 2,4.
Задача 8. Рабочий день уменьшился с 8 до 7 ч. На сколько процентов надо повысить производительность труда, чтобы при тех же расценках заработная плата  возросла на 5%?
Решение: Больше сделаешь – больше заплатят. То, что заработная плата должна возрасти на 5%, означает, что  работа увеличится на 5%. Итак, при восьмичасовом  рабочем дне было: А = 8р, где А –выполненная работа, р - производительность труда. Планируется: (А + 5А : 100) = (р + хр : 100) · 7, где на х% надо повысить производительность труда. Отсюда находим, что х = 20%.
Ответ: 20%.
Задача 9. В банановой республике прошли выборы в парламент. Все голосовавшие за партию «Мандарин» любят мандарины. Среди голосовавших за другие партии 90% не любят мандарины. Сколько процентов голосов набрала партия «Мандарин» на выборах, если ровно 46% участвовавших в голосовании любят мандарины ?
Решение: Пусть х избирателей голосовало за  партию  «Мандарин», а у – за другие партии. Тогда 0,9у не любят мандарины, а 0,1у - любят. Тогда составим уравнение: х + 0,1у = 0,46(х + у), откуда х : у = 2 : 3. Значит, две части из пяти частей избирателей голосовали за партию  «Мандарин», т.е. 40%.       
Ответ: 40%.
Задача 10. Число х таково, что 15% от него и 33% от него – натуральные числа. Каково наименьшее число х (не обязательно натуральное!) с таким  свойством?
Решение: Пусть 15% от х равно а, 33% от х равно в. Тогда а = 3/20х, в = 33/100х. Или х = 20/3а = 100/33в. Отсюда 11а = 5в.Значит, в делится на 11. Поэтому в больше или равно 11, откуда х = 100/33в больше или равно 100/3. Минимально возможное х равно 100/3, при в =11. И 15% от 100/3 есть также натуральное число.
Ответ:100/3.
Задачи для самостоятельного решения
№ 1. Влажность свежескошенной травы 60% , а сена 20%. Сколько сена получиться из одной тонны свежескошенной травы?     
№ 2. Кусок сплава весом 700г, содержащий 80% олова, сплавили с куском олова весом 300г. Определите процентное содержание олова в полученном сплаве. 
№ 3. Груши, содержащие 65% воды, потеряли  при сушке 50% своей массы. Сколько процентов воды содержат сушеные груши?   
№ 4. Мальчик за весну похудел на 20%, потом поправился за лето на 30%, за осень опять похудел на 20% и за зиму прибавил в весе 10%. Остался ли за этот год его вес прежним?     
№ 5. Две  противоположные стороны прямоугольника увеличили на 20%, а две другие-уменьшили на 20%. Как изменилась площадь прямоугольника?                                                               ( Длину прямоугольника уменьшили на 20%. На сколько процентов  надо увеличить ширину прямоугольника, чтобы его площадь не изменилась?                                                                                      
№ 6. Магазин продал на прошлой неделе некоторый товар. На этой неделе запланировано продать  того же товара на 10% меньше, но по цене на 10%  больше. Большую или меньшую сумму выручит магазин от продажи товара на этой неделе и на сколько процентов?  
№ 7. В спортивной секции девочки составляют 60% числа мальчиков. Сколько процентов числа всех участников секции составляют девочки?  
№ 8. Двое рабочих вышли одновременно из одного и того же дома и пошли на один и тот же завод. У первого из них  шаг был на 10% короче, чем у второго но при этом он делал шагов на 10% больше, чем второй за то же время. Кто из этих рабочих раньше придет на завод? 
№ 9. Число 51,2 трижды увеличивали на одно и то же число процентов, а затем трижды уменьшали  на то же самое число процентов. В результате получили число 21,6. На сколько процентов увеличивали , а затем уменьшали это число? 
№ 10. На заводе было введено рационализаторское предложение. В результате время , необходимое  на изготовление рабочим  некоторой детали, уменьшилось на 20%. На сколько процентов возросла производительность труда этого рабочего? 
№ 11. На параде солдаты выстроены в две шеренги одинаковой длины, причем в первой шеренге расстояние между соседними  солдатами на 20% больше, чем во второй (между соседними  солдатами в одной шеренге одинаковое расстояние). Сколько солдат в первой шеренге, если во второй шеренге 85 солдат?    
Решения, ключи и ответы к заданиям
№ 1. 500  кг 
№ 2. 86%
№ 3. 30% 
№ 4. Мальчик похудел
№ 5. уменьшилась на 4%
№ 6. Меньше на 1%
№ 7. 37,5%
№ 8. Второй
№ 9. 50%
№ 10. 25%
№ 11. 71 солдат
Задачи на совместную работу
В задачах на работу речь идет, как правило, о какой-то деятельности. Трубы наполняют бассейн, комбайнёры убирают урожай, строители строят дом и так далее. (Любая может быть деятельность. Иногда и не очень похожая на работу...) Но в таких задачах всегда обыгрывается один и тот же набор величин. Величины железно связаны между собой и образуют формулу-ключ. Именно этим ключиком и открывается решение любых задач на работу. Разберемся, из каких же величин состоит формула-ключ. Их, величин, всего три.
Первая величина в задачах на работу – время(t). Параметр простой и привычный. Это время, за которое выполняется та или иная работа. Измеряется  в секундах, минутах, часах, сутках и так далее. 
 Вторая величина - объём работы. Тоже параметр понятный. Сколько сделано деталей, налито воды, вспахано полей и так далее. Измеряется, соответственно, в тех единицах, о которых идет речь в задаче. В деталях, литрах, полях и т.д.  Обозначим объём работы буквой А. 
Третья величина менее привычна. Это – производительность. По сути, это просто скорость работы. ( Кто-то (или что-то) работает быстрее, а кто-то (что-то) - медленнее. Обычное дело.) Обозначим эту производительность буквой P. В чём измерить скорость работы? Включаем элементарную логику. Если столяр Николай делает 5 табуреток в день, а столяр Василий - две, то кто быстрее работает?) Отсюда логичный вывод. Скорость любой работы (т.е. производительность) можно определить, как объем работы, сделанной за единицу времени. Литры за час, табуретки за день, пирожки за минуту... Из этих простых размышлений и получается формула для производительности:
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При решении задач на работу всю работу А обычно принимают за 1. Если работа принята за единицу, а время выполнения ее за t часов, то производительность, выраженная в частях, равна 
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 всей работы. Чтобы определить общую производительность нескольких объектов, совместно выполняющих некоторую работу(рабочих, тракторов, кранов и др.), нужно найти сумму производительностей этих объектов:
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Например, если столяр Николай делает 5 табуреток в день, а столяр Василий - две, то вместе они делают 5 + 2 = 7 табуреток в день - это и будет совместная производительность Николая и Василия.
 Однако нельзя то же самое сказать о времени совместной работы. Оно будет всегда меньше времени работы каждого объекта в отдельности. Решение задач на совместную работу упрощается, если условие  оформить в виде таблицы. 
Задача 1 (5 класс). Бассейн наполняется водой из четырёх труб. Первая наполняет его за 1 день, вторая - за 2 дня, третья- за 3 дня, четвёртая- за 4 дня. За какое время наполнится бассейн, если открыть все трубы одновременно?
Решение.  Примем  объем бассейна за 1.
	
	Производительность труб( скорость работы за 1день)
	Время (дни)
	Работа
(объем бассейна)

	1 труба
	1
	1 
	1

	2 труба
	1/2
	2 
	1

	3 труба
	1/3
	3
	1

	4 труба
	1/4
	4
	1

	Все трубы вместе
	?
	?
	1


 Выясним, какую часть работы за 1 день выполнит каждая труба. С первой трубой всё ясно - за 1 день она выполнит всю работу. Поскольку вторая труба наполняет бассейн за 2 дня, то за  1 день  она выполнит 1/2 часть работы. Таким же образом, третья труба за 1 день выполнит 1/3 часть работы.  Четвертая труба за 1 день выполнит 1/4 часть работы. Складываем и узнаем, какую часть бассейна заполнят все четыре трубы за 1 день.
1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 = 25/12 (бассейна) .
Весь бассейна наполнится за 1: 25/12 = 12/25 дня.
Ответ: 12/25 дня (реально это примерно 12 часов).
Задача 2 (6 класс). Из горячего крана ванна заполняется за 23 минуты. Из холодного крана за 17 минут. Маша открыла сначала горячий кран. Через сколько минут она должна открыть холодный кран, чтобы к моменту наполнения ванны горячей воды налилось в 1,5 раза больше, чем холодной?
Решение. Примем объем всей ванны за 1. Тогда для того, чтобы горячей воды в ванне оказалось в 1,5 раза больше, чем холодной, она должна занять 3/5 объема ванны. Так как за 1 минуту горячей водой заполняется 1/23 объема ванны, то кран с горячей водой должен быть открыт
3/5 :1/23 = 69/5 (мин.).
Холодная вода к моменту наполнения ванны должна занимать  1 - 3/5 = 2/5  ее объема. Так как за 1 минуту кран с холодной водой заполняет 1/17 объема ванны, он должен быть открыт 2/5 : 1/17 = 34/5 (мин.).
Следовательно, если сначала открыть кран с горячей водой, то кран с холодной водой следует открыть через 69/5 - 34/5 = 7 (мин.).
Ответ: 7 мин.
Задача 3 (5 класс). Три землекопа за два часа выкопали три ямы. Сколько ям выкопают шесть землекопов за пять часов?
Решение. Шесть землекопов за 2 часа выкопают 3 · 2 = 6 ям. Шесть землекопов за 10 часов выкопают 6·5=30 ям. Тогда шесть землекопов за 5 часов выкопают 30 : 2 = 15 ям.
Ответ: 15 ям.
Задача 4 (5 класс). Косцы должны были скосить два луга. С утра они все вместе стали косить большой луг. По прошествии половины рабочего дня, косцы разделились: одна половина осталось на лугу и к вечеру его докосила, а другая половина перешла косить другой луг, вдвое  меньше первого, но не успела к концу рабочего дня его докосить. На другой день на этот луг вышел один косец и в течении всего дня докосил его. Сколько было косцов всего?
Решение. На первом лугу косцы проработали 1/2 дня – вся бригада и 1/2 дня – половина бригады, что составляет 3/4 рабочего дня. На втором лугу в первый день работала 1/2 бригады в течение дня, т.е. затрачено 1/4 рабочего дня целой бригады. Так как площадь второго луга в 2 раза меньше первого, то, для того чтобы выкосить его, вся бригада должна была бы работать 3/8 дня. Следовательно, на второй день на меньшем лугу останется 3/8 – 1/4 = 1/8 часть работы всей бригады за день. А так как эту работу выполнил один косец, значит, вся бригада состояла из 8 косцов.
Ответ: 8 косцов.
Задача 5 (6 класс). Чтобы перевезти уголь, заводу нужно 10 трехтонных машин на 10 дней при условии, что каждая машина будет делать по 15 выездов в день. Какой грузоподъемности надо взять машины, чтобы 15 машинами перевезти уголь за 5 дней, делая в день по 10 выездов?
Решение. Если каждая из 10 машин делает в день по 15 выездов, то все машины сделают за день 10 · 15 = 150 выездов. За 10 дней они сделают 1500 выездов. Если же машин будет 15, и они будут делать в день по 10 выездов, то за 5 дней они сделают 15 · 10 · 5 = 750 выездов, то есть в два раза меньше. Значит, грузоподъемность их должна быть в два раза больше, то есть машины грузоподъемностью 6 тонн. 
Ответ: 6 тонн
Задача 6 (6 класс). Саша, Серёжа, Володя и Леня  пришли в гости к другу Коле. Володя случайно прошёл на кухню и нечаянно открыл холодильник. Там нашлась банка сгущёнки! Как вежливый человек, Володя обратился к хозяину. Он спросил: "Коля, ты сгущёнку будешь?" "Буду" - слегка опешив, ответил Коля. Друзья открыли банку, достали ложки и работа закипела! В процессе работы Сережа заметил один интересный момент. Он и Володя работали ложками с одинаковой скоростью. Но, пока Володя съедал две ложки, Саша съедал три, Леня четыре, а Коля, спокойно и хладнокровно - одну. За пять минут работа была закончена. "Вот и всё!" - довольно объявил Саша. "Конечно, вместе быстрее" - солидно добавил Леня - "Сколько бы Коля без нас с этой банкой мучился!?" Сколько времени пришлось бы потратить Коле на поедание этой банки одному, если бы не бескорыстная помощь друзей?
Решение: Решим задачу двумя способами. Сначала - способ самый универсальный. Если х - производительность Коли, то производительность Сережи и Володи будет по 2х. Они же в два раза быстрее ложками работают. У Саши будет 3х, а у Лени 4х. С этим потом определимся. Значит, совместная производительность будет: х + 2х + 2х + 3х + 4х = 12х - съедают друзья вместе за 1 мин.
Так как за 5мин съедена банка сгущенки, то составляем уравнение: 
А= Р · t. Совместная производительность: 12х. Время выполнения работы (t) 5 минут. Осталось определить объем (Об). Одна банка. Можно записать уравнение: 1 = 5·12х. Решаем уравнение, получаем: х = 1/60. Вот производительность Коли и получилась 1/60 часть банки за минуту. Остались определить время работы по известному объему и производительности. По формуле: t = Об/Пр = 1 : 1/60 = 60/1 = 60. 60 минут мучился бы Коля с этой банкой в одиночку! 
Второй способ решения основан на смекалке. Без иксов и математических моделей. Можно просто по ложкам посчитать, во сколько раз скорость Коли меньше скорости всей компании в целом. В 12 раз получится. Стало быть, время одиночного поедания будет в те же 12 раз дольше. Умножим 5 минут на 12 и получим тот же правильный ответ: 60 минут.
Оба способа х всегда. Другой быстрый, но не к каждой задаче подходит.
Ответ: 60 мин.
Задача 7 (7 класс). Филипп и Саша красят забор за 20 часов. Саша и Никита красят его за 24 часа, а Никита и Филипп – за 30 часов. За сколько часов мальчики покрасят забор, работая втроем?
Решение. Пусть Филипп красит забор за  х часов, Саша – за у часов, а Никита – за z часов. Тогда Филипп красит за час [image: image133.png]S
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сложив три уравнения получим:
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 - часть забора покрасят мальчики за 1час, работая втроем. 
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Ответ: за 16 часов.
Задача 8 (7 класс). Три каменщика разной квалификации выложили кирпичную стену, причём первый каменщик работал 6 часов, второй – 4 часа, а третий – 7 часов. Если бы первый каменщик работал 4 часа, второй – 2 часа и третий – 5 часов, то было бы выполнено 2/3 всей работы. За сколько часов каменщики закончили бы кладку, если бы они работали вместе одно и то же время?
Решение. Пусть х – скорость выполнения работы первого каменщика, y – второго, z – третьего. Всю работу примем за 1. Составим систему уравнений по условию задачи:
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  Надо найти t = A/P, то есть 1/(x+y+z)
Умножим уравнение (2) на -2 и сложим почленно с (1). Получим:
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Затем умножим уравнение (2) на -1,5 и сложим почленно с (1). Получим:
y = 0,5z. Следовательно, подставим в искомое выражение полученные значения для x, y, z
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Ответ: 6 часов.
Задача 9 (6 класс). Четверо рабочих построили забор. Они работали по очереди, причем каждый из них проработал столько времени, сколько понадобилось бы трем остальным, чтобы, работая вместе построить половину всего забора. Во сколько раз быстрее рабочие изготовили бы весь забор, если бы они работали одновременно?
Решение. Пусть L(м) - длина всего забора, L1(м) - длина забора, которую построил первый рабочий, L2(м) - второй рабочий, L3(м) -третий рабочий, L4(м) - четвертый рабочий. Тогда L = L1 + L2 + L3 + L4. Из условия следует, что если бы все четверо рабочих работали одновременно такое время, которое проработал первый рабочий, то они изготовили бы L1 + 0,5L (м) забора.
Аналогично, за время, проработанное вторым, третьим и четвертым рабочим, все четверо изготовили бы соответственно L2 + 0,5L, L3 + 0,5L, L4 + 0,5L(м) забора. Поэтому, за общее время, которое они проработали по очереди, они смогли бы изготовить
( L1+0,5L)+( L2+0,5L)+( L3+0,5L)+( L4+0,5L)= L+4
[image: image143.emf]∙

0,5L=3L метров забора, если бы работали  вместе и одновременно. Следовательно, работая вместе, рабочие построили бы забор в 3 раза быстрее, чем они его построили, работая по очереди.
Ответ: в 3 раза.
Задача 10 (7 класс). Винтику, Шпунтику и Незнайке поручили вскопать грядку. Если бы эту грудку вскапывали только Винтик и Шпунтик, то на это ушло бы 20 минут. Если бы грядку вскапывали Винтик и Незнайка, то им понадобилось бы 30 минут. А если бы эту грядку вскапывали Шпунтик и Незнайка, то им понадобился бы 1 час.
а) Какое время понадобится всем трем коротышкам, чтобы вскопать грядку вместе?
б) Какую часть работы при этом выполнит каждый из них?
Решение. Пусть за 1 час работы Винтик вскапывает часть грядки, равную х, Шпунтик – у, Незнайка – z. Тогда, работая 1 час вместе, Винтик и Шпунтик вскопали бы часть грядки, равную х + у. (Разумеется , реально этого не могло быть, т.к. всю грядку они вскопали за 20 мин, т.е. за 1/3 часа. Но, мы можем так рассуждать, если будем считать, что, кроме данной грядки, имеется еще любое количество ровно таких же грядок.)  
Тогда, поскольку за ⅓ часа Винтик и Шпунтик вскопали ровно одну грядку, то за час они вскопали бы 3 грядки, т.е. х + у =3. Аналогично, поскольку Винтик и Незнайка вскопали грядку за  ½  часа, то за час они вскопали бы ровно 2 грядки, т.е. х + z = 2. Наконец, у + z = 1. Если сложить последние два из этих равенств, то получим  х + у + 2z = 3. Но, согласно первому равенству, уже только х + у =3. Следовательно, 2z = 0. И, значит, z = 0. Выходит, что Незнайка бездельник. Поэтому если бы все трое работали вместе, то на самом деле работали бы только Винтик и Шпунтик, и им понадобилось бы на вскапывание грядки 20 минут. Далее, поскольку Незнайка бездельничал, то за 30 минут Винтик, работая с ним, вскопал грядку один. По той же причине Шпунтик за 1 час вскопал всю грядку один. Таким образом, за одно и тоже время Винтик выполняет в 2 раза большую часть работы, чем Шпунтик. Значит, при совместной работе всех троих коротышек Винтик выполнит 2/3 работы, Шпунтик -1/3, а Незнайка – ничего.
Задачи для самостоятельного решения
№ 1.Четыре черные коровы и три рыжие дают за 5 дней столько молока, сколько три черные коровы и пять рыжих  дают за 4 дня. У каких коров больше удои, у  черных  или у рыжих?
№ 2. Игорь и Паша красят забор за 21 час. Паша и Володя красят этот же забор за 28 часов, а Володя и Игорь — за 36 часов. За сколько часов мальчики покрасят забор, работая втроем? 
№ 3. Над бочкой приделали две трубы, из обеих труб вода течет в бочку. Из одной трубы вода наполняет бочку за 24 минуты, из другой за 15 минут. Еще есть в бочке дыра, из дыры вода вытекает из бочки за 2 часа. Наполнится ли бочка и скоро ли, если пустить воду из обеих труб, и вода будет течь в дыру?
№ 4. В котлован равномерно поступает вода. Десять одинаковых насосов, действуя одновременно, могут откачать воду из заполненного котлована за 12 ч, а 15 таких насосов - за 6 часов. За сколько времени могут откачать воду из заполненного котлована 25 таких насосов при совместной работе?

№ 5. Две бригады, работая одновременно, обрабатывают участок земли за 12 ч. За какое время этот участок могла бы обработать первая бригада отдельно, если скорости выполнения работы первой и второй бригадами относятся как 3:2?

№ 6. Таня и Люба красят забор за 12 часов. Таня и Катя выкрасят этот же забор за 20 часов, а Люба и Катя - за 15 часов. За работу всем трём девочкам заплатили 1800 рублей. Сколько денег по справедливости должна получить каждая девочка?
№ 7. На уборке снега работают две снегоуборочные машины. Одна из них может убрать всю улицу за 1 час, а другая за 75 % этого времени. Начав уборку одновременно, обе машины проработали вместе 20 минут, после чего первая машина прекратила работу. Сколько ещё нужно времени, чтобы вторая машина закончила работу?
№ 8. Бассейн заполняется через трубу первого типа за 40 мин, через трубу второго типа — за 15 мин. За какое время заполнится бассейн, если включить две трубы первого типа и три трубы второго типа?
№ 9. Бассейн наполняется двумя трубами. Сначала открыли первую трубу, а затем, через 15/4 часа, когда наполнилась половина бассейна, открыли вторую трубу. Через 5/2 часа совместной работы бассейн наполнился. Определите вместимость бассейна, если через вторую трубу вливалось 200 ведер воды в час.
№ 10. Одна бригада может убрать поле за 12 дней, а другая выполняет ту же работу за 75% времени, необходимого первой бригаде. После того как в течение 5 дней работала первая бригада, к ней присоединилась вторая и они вместе закончили работу. Сколько дней бригады работали вместе?
№ 11. Маша может напечатать 10 страниц за 1 ч. Таня – 4 страницы за 0,5 часа, а Оля - 3 страницы за 20 минут. Как девочкам распределить 54 страницы текста между собой, чтобы каждая работала в течение одного и того же времени?
№ 12. В стаде 8 овец. Первая съедает копну сена за 1 день, вторая за 2 дня, третья – за 3 дня, .., восьмая – за 8 дней. Кто быстрее съест копну сена: две первые или все остальные вместе?
№ 13. Через один кран бассейн наполняется за 8 часов, через другой - за 12 часов. Однажды из-за технических неполадок не закрылось сливное отверстие, и бассейн наполнился двумя кранами за сутки. За какое время можно спустить воду из заполненного бассейна через сливное отверстие при закрытых кранах?
№ 14. На столе стоит кипящий самовар, продолжающий кипеть все время чаепития. 5 человек могут выпить весь самовар за 
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 часа, а 8 человек – за 1 час. За какое время самовар выпьют 11 человек? (Предполагается, что вскипание воды и распитие чая происходит равномерно.)
Решения, ключи и ответы к заданиям
№ 1. У рыжих. 
№ 2. 18 часов.
№ 3. Да, за 10 минут.
№ 4. 3 часа.
№ 5. 20 часов.
№ 6. Люба получит за работу 900 рублей; Таня – 600 рублей; Катя – 300 
рублей.
№ 7. 10 мин.
№ 8. 4 мин.
№ 9. 3000 ведер.
№ 10. 3 дня.
№ 11. Маша  должна напечатать 20 страниц, Таня - 16 страниц, а Оля 18 страниц.
№ 12. Две первые. 
№ 13. 6 часов.
№ 14. 45 мин.
Задачи с геометрическим содержанием
Задача 1. На какую длину вытянется полоска, составленная из всех миллиметровых квадратиков в 1 квадратный метр, приложенных друг к другу вплотную?
Решение. В квадратном метре тысяча тысяч квадратных миллиметров. Каждая тысяча приложенных друг к другу миллиметровых квадратиков составляет 1 м; тысяча тысяч их составляет 1000 м, то есть 1 км.
Ответ: полоска вытянется на 1 км.
Задача 2. Найдите площадь треугольника, изображенного на рисунке, если площадь каждой клетки 1см2
Решение. 
1) 6∙8 = 48 (см2) – площадь всего прямоугольника.
2) 6∙4:2 = 12 (см2) – площадь верхнего левого треугольника.
3) 6∙2:2 = 6 (см2) – площадь правого треугольника.
4) 8∙2:2 = 8 (см2) – площадь нижнего левого треугольника.
5) 48 – (12 + 6 + 8) = 22 (см2) – площадь искомого треугольника.
Ответ: 22 см2
Задача 3. Расположите 3 одинаковых квадрата таким образом, чтобы получилось 7 квадратов.
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           Ответ: 

Задачи для самостоятельного решения
№ 1. На сколько километров возвышался бы столб, составленный из всех миллиметровых кубиков в 1 куб. м, положенных один на другой?
№ 2. Расположите девять треугольников таким образом, чтобы получилось
3 ряда по 4 фигуры.
№ 3. Расположите 4 кружка и 4 квадратика в 4 ряда так, чтобы в каждом ряду
кружков было в 2 раза меньше, чем квадратиков. 
№ 4. Разместите 7 кружков у сторон квадрата так, чтобы у каждой стороны кружков было поровну.
№ 5. Найдите площадь квадрата, изображенного на рисунке, если  площадь каждой клетки 1 см2

№ 6. Найдите площадь ромба, изображенного на рисунке, если  площадь каждой клетки 1 см2.         
№ 7. Найдите длину стороны квадрата, у которого периметр и площадь численно равны.
№ 8. По размерам, указанным на рисунке, вычислите площадь и периметр самого большого квадрата, если все маленькие квадраты равны.

 № 9. По размерам, указанным  на рисунке, вычислите площадь и периметр самого большого квадрата,  если все маленькие квадраты равны.

№ 10. По размерам, указанным на рисунке, вычислите площадь и периметр самого большого квадрата,  если все маленькие квадраты равны.

№ 11. Прямоугольник разбили на квадрат и  прямоугольник. По указанным на рисунке данным (квадрат закрашен) вычислите его площадь и периметр.
№ 12. Прямоугольник разбили на квадрат и прямоугольник. По указанным на рисунке данным (квадрат закрашен) вычислите его площадь и периметр.

№ 13. Прямоугольник разбили на маленькие равные квадраты и удалили часть линий разбиения. Найдите площадь прямоугольника, если площадь заштрихованной части равна 144 см2. 

№ 14. Прямоугольник разбили на маленькие равные квадраты и удалили часть линий разбиения. Найдите площадь прямоугольника, если площадь заштрихованной части равна 144 см2. 
№ 15. И трех пластилиновых кубиков, длины ребер которых 3 см, 4 см и 5 см, слепили куб, использовав весь пластилин. Найдите длину ребра полученного куба.
№ 16. Найдите длину ребра куба, у которого сумма площадей всех граней численно равна его объему.
Решения, ключи и ответы к заданиям
№ 1. 1000 км
№ 2.

№ 3. 
№ 4.
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№ 5. 13 см2
№ 6. 24 см2
№ 7. 4 см
№ 8. 144 см2; 48 см
№ 9. 100 см2; 40 см
№ 10. 144 см2; 48 см  
№ 11. 108 см2; 42 см
№ 12. 140 см2; 48 см
№ 13. 315 см2
№ 14. 360 см2
№ 15. 6 см
№ 16. 6
Р = 16 дм





Р = 2дм 4см 





S = 81 cм2
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