Решение заданий районной олимпиады по математике 2003г.

11 класс.

1). Тот факт, что числа a и b дают одинаковые остатки при делении на число c будем обозначать в виде 
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. Итак, т.к. 
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, то число N дает в остатке –1,т.е 3 при делении на 4, поэтому можем записать 
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Далее, заметим, что квадрат целого числа может давать в остатке лишь 0 и 1 при делении на 4 (Действительно 
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 ). Поэтому в силу сделанного замечания число N не может быть полным квадратом, поэтому все его делители мы можем разбить на паре типа 
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, причем т.к. N- нечетное число, то либо 
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 . Итак  в обоих случаях легко видеть, что сумма чисел в паре 
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. Поэтому разбив все делители числа N на описанные выше пары, мы получим, что сумма делителей в каждой паре делится на 4 и поэтому сумма всех делителей числа N  делится на 4.

2). Пусть a,b,c –длины сторон параллелепипеда. Тогда 
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 при P=24 получаем, что 
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, т.е у всех данных целых параллелепипедов объемы не больше 8, а т.к все они натуральные различные числа, то для одного из параллелепипедов объем равен 8, а как видно равенство 
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 достигается тогда и только тогда, когда a=b=c, т.е этот параллелепипед является кубом, что и требовалось доказать.

3). Преобразуем данное уравнение :
[image: image19.wmf]x

x

x

x

+

=

+

-

×

-

3

)

1

)

2002

2003

((

2002

2003

  


[image: image20.wmf]x

x

x

x

+

=

-

+

-

Û

3

3

)

2002

2003

(

)

2002

2003

(

. (1). Далее рассмотрим функцию 
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, поэтому функция f(x) возрастающая на всей действительной оси, но из уравнения (1) следует, что 
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4). Сначала докажем по индукции, что для всех n:
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Теперь, 
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5). Сопоставив каждой выбранной книге число 1,  а каждой не выбранной книге-0, получим для каждого определенного выбора последовательность нулей и единиц, причем число нулей равно 7, а число единиц-5  и между каждыми двумя единицами стоит по крайней мере один нуль. Тогда расставив 7 нулей, для расстановки 5 единиц  у нас есть возможности: ставить по единицу между двумя нулями, либо  ставить единицу на одном из двух краев. Поэтому у нас для расстановки 5 единиц имеется 8 возможностей и поэтому искомое число равно 
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10 класс.

1). Заметим, что из условия задачи сразу следуют неравенства 
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. Далее выражая из первого, второго и третьего уравнений переменные z,x,y соответственно перепишем исходную систему в виде: 
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      (*). Перемножив все уравнения

системы (*) получим, что 
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 (**) Если например x=0,  то тогда из первого уравнения исходной системы получим, что z=0, а затем из третьего уравнения y=0. Поэтому уже имеем одно решение (0;0;0). Если ни одна из переменных x,y,z не обращается в ноль, то тогда разделив обе части уравнения (**) на (xyz) получим, что 
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 и причем равенство достигается в случае, когда 
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. Перемножая аналогичные неравенства для y(1-y)  и z(1-z) получаем, что левая часть уравнения (***) всегда не больше 
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2). Тот факт, что числа a и b дают одинаковые остатки при делении на число c будем обозначать в виде 
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, то число N дает в остатке 1,поэтому можем записать 
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Покажем, что N не полный квадрат: действительно простой множитель 1997 входит в N в первой степени и поэтому N не может быть полным квадратом. Поэтому все его делители мы можем разбить на паре типа 
[image: image54.wmf])

;

(

d

N

d

, причем т.к. N- нечетное число, то либо 


[image: image55.wmf])

4

(mod

1

º

d

, либо 
[image: image56.wmf])

4

(mod

3

º

d

. Но в первом случае получаем, что  
[image: image57.wmf])

4

(mod

3

º

d

N

 (т.к. 
[image: image58.wmf])

4

(mod

3

º

N

), а во втором случае  
[image: image59.wmf])

4

(mod

1

º

d

N

. Итак  в обоих случаях легко видеть, что сумма чисел в паре 
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. Поэтому разбив все делители числа N на описанные выше пары, мы получим, что сумма делителей в каждой паре делится на 4 и поэтому сумма всех делителей числа N  делится на 4.

3). Легко понять, что если 
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4). К треугольнику 
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 параллельна прямой BC. Далее, если L- середина стороны AB, то рассмотрев треугольник 
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5). Запишем каждое из данных подмножеств в виде 
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1). Легко видеть, что делителями числа вида 
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 будут давать –1 в остатке при делении на 2004. Поэтому сумма S при делении  на 2004 дает в остатке число: 1-1+1-1+…1-1=0, т.е сумма S  будет делится на 2004, т.е в действительности при всех натуральных n сумма делителей числа 
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2). Пусть n=24m, тогда пусть d- произвольный делитель числа n-1=24m-1. Сначала заметим, что число (n-1) не может быть квадратом целого числа. Действительно, несложно проверить, что квадрат может давать лишь остатки 0 и 1 при делении на 4, но число 24m-1 дает остаток 3 при делении на 4. Далее, т.к. (n-1)-не квадрат , то все его делители мы можем разбить на пары типа 
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  (1), но т.к. нетрудно заметить, что числа 
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 на 24 мы тем самым докажем делимость суммы (1) на 24 (действительно т.к. d и 
[image: image119.wmf])

1

(

2

-

d
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Теперь докажем, что если d делит (24m-1), то 
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 получаем, что d не делится на 3, а поэтому либо (d+1) ,либо (d-1) делятся на 3
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 (*). Далее т.к. (24m-1)- нечетное число, то и d-нечетное число, поэтому d-1 и d+1- два последовательных четных числа и поэтому одно из них делится на 4
[image: image124.wmf]8

)

1

(

)

1

)(

1

(

2

M

-

=

+

-

Þ

d

d

d

 (**).  Т.к. 3 и 8 взаимно простые числа, то собирая (*) и (**) получаем требуемое 
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 EMBED Equation.3  [image: image126.wmf]M

24. А как упоминалось раньше, из этого утверждения и следует утверждение задачи.

3). Покажем, что точки P,D и B лежат на одной прямой. Действительно т.к. 
[image: image127.wmf]2
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, то степень точки P относительно данных окружностей равны и в силу того, что степени точек B и D относительно данных окружностей также равны, то все три точки P,D и B [image: image189.png]@
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лежат на радикальной оси двух данных окружностей. (Этот факт можно доказать и не используя понятие радикальной оси и степени точки относительно окружности: если прямая PD пересекает окружности 
[image: image128.wmf]1
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 и 
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 в точках K и L cответственно, то тогда мы получили бы 
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 и тогда PK=PL и K=L, а т.к. у окружностей 
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 и 
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 кроме точки D есть только одна общая точка B, то тогда K=L=B ). 

Теперь, после сделанного замечания осталось заметить, что точки 
[image: image133.wmf]1
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и 
[image: image134.wmf]2
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лежат на серединном перпендикуляре к отрезку BD и поэтому прямая BD( а значит и прямая PB ) перпендикулярна прямой 
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4). Покажем, что 
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2003(2003!+2002!+…+1!)>2003(2003!+2002!)=2003(2003!)+2003!=2004!- правая часть неравенства (*) также доказана. Очевидно, что из неравенства (*) следует, что
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Ответ: 2002.

5). Разобьем  все числа 1,2,…,2n на пары (1;n+1),(2;n+2),…(n;2n).  Заметим, что для выполнения условия задачи необходимо, чтобы каждая выборка S из данных чисел не содержала двух чисел из одной пары нашего разбиения. Для этого сначала подсчитаем, скольким количеством способом мы можем выбрать числа(возможно из не одного числа) из данных чисел 1,2,..2n таким образом, чтобы никакие два из выбранных числа не были из одной группы: для каждой из n групп мы можем либо брать из нее первое число, либо второе, либо вообще не брать никакого. Поэтому это количество способов равно 
[image: image143.wmf]n
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. Далее напомним, что в это количество способов 
[image: image144.wmf]n
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 входит и тривиальная выборка(т.е. выборка не содержащая ни одного числа ) и выборки, состоящие из одного числа и из двух чисел. А т.к. на м требуется найти лишь выборки, содержащие по крайней мере 3 числа, то нам необходимо из числа 
[image: image145.wmf]n
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 количество выборок из 0 чисел, из 1 числа и из двух чисел. 

Очевидно, что выборка, не содержащая ни одного числа одна. Также нетрудно понять, что количество выборок из 1 числа равно 2n(мы можем выбрать любое из данных 2n чисел). Далее, что касается выборок из двух чисел, то их мы подсчитаем следующим образом:

При выборе двух чисел из разных групп выбирается одна из 
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 пар групп и из этой пары 
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 способами выбирается пара чисел из разных групп. Поэтому, число выборок из двух чисел равно 
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Итак, количество нужных нам выборок равно 
[image: image149.wmf]1

2

3

)

1

(

2

2

1

3

2

-

-

=

-

×

-

-

-

n

n

n

n

n

n

.

Ответ: 
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8 класс.

1). Обозначим всю сумму через S, а первое и второе слагаемы через A и B соответственно. Тогда S=A+
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 , где K- некоторое целое число.

2). Обозначим через a,b,c- стороны BC,AC,AB соответственно. Тогда 
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, аналогично 
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. Тогда исходное равенство в задаче примет вид: 
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.Но с другой стороны, по неравенству Коши для 3 чисел: 
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, причем равенство достигается лишь в случае, когда 
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 и тогда умножая полученное соотношение на два получаем: 
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 и тогда a=b=c. Значит треугольник ABC равносторонний и все его углы равны по 
[image: image164.wmf]°
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3). Предположим противное : каждая цифра данного числа встречается в нем не более двух раз. Покажем, что тогда каждая его цифра встречается ровно два раза, причем его цифрами являются все цифры 1,2,…,9. Действительно, если предположить, что какая-то его цифра встречается ровно один раз, то тогда среди оставшихся 19 цифр даже если это будут все оставшиеся 9 цифр, то какая-то из цифр будет встречаться по крайней мере 3 раза (иначе цифр было бы не более чем 
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) – противоречие с предположением. Поэтому, это число состоит из цифр 1,2,…,9 и каждая его цифра встречается ровно два раза. Тогда сумма его цифр будет равна 
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, т.е. делится на 9, а как известно тогда и само число будет делиться на 9, поэтому 
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, но тогда данное число равно 
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 и оно не делится на 9 в противоречие с только, что доказанным. Полученные противоречия и доказывают требуемое утверждение.

4). Для начала заметим, что если p=2k+1, то если положить 
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 мы получим пару чисел (m;n), удовлетворяющую соотношению в условии задачи:
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Далее, умножив обе части соотношения из условия на 4 и добавив к ним 
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Т.к. p- простое число, то у 
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 может быть лишь два различных натуральных делителя:

1 
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 и, поэтому:
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5). Докажем, что второй игрок выигрывает тогда и только тогда, когда число p делится на 3.

Для начала заметим, что как известно число и сумма его цифр совпадают по остатку при делении на 9.

Если число p делится на 3, то стратегия второго игрока, приводящая к выигрышу, такова: после каждого хода первого игрока второй пишет цифру, которая в сумме с цифрой, написанной перед этим первым игроком давала бы число, имеющее остаток 6 при делении на 9: после 6 второй пишет цифру 9, после 7-цифру 8, после 8- цифру 7, после 9- цифру 6.

И тогда все данные числа разобьются на p пар, сумма чисел в каждой паре будет давать 6 в остатке при делении на 9 и поэтому сумма всех цифр данного числа будет давать остаток 0 при делении на 9( т.к. 
[image: image179.wmf]18
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 делится на 9) и поэтому и само полученное число делится на 9.

Если число p имеет при делении на 3 в остатке 1, то первый своим первым ходом сатвит цифру. Отличную от 9, а дальше придерживается вышеописанной стратегии: пишет цифру, которая в сумме с цифрой, поставленной перед вторым игроком, дает в остатке 6. При такой игре сумма всех цифр, кроме первой и последней, делится на 9, но первая цифра отлична от 9, поэтому из имеющихся в распоряжении цифр нельзя поставить такую, чтобы число делилось на 9.

Если число при делении на 3 имеет в остатке 2, то своим первым ходом начинающий ставит 9. После каждого хода второго игрока, кроме последнего своего хода , он играет так же, как и в предыдущем случае. Если своим предпоследним ходом второй ставит 9, то первый вслед за этим ставит цифру, отличную от 9, а если второй ставит цифру, отличную от 9, то первый ставит 9. При такой игре первого сумма  всех цифр, кроме трех последних , делится на 9. среди трех последних цифр найдется обязательно одна 9 и одна цифра, отличная от 9, значит, все число не делится на 9.

7 класс.

1). а). Т.к. последняя цифра числа x –5, то x можно записать в виде: x=10k+5, где k-некоторое натуральное число. Тогда 
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, ясно что  последние две цифры числа 
[image: image181.wmf]2
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 суть 25. А четность третьей цифры справа определяется четностью множителя 100, т.е. четностью числа k(k+1), но нетрудно заметить, что это число является произведением двух последовательных натуральных чисел и поэтому одно из них будет четным и тогда их произведение k(k+1) также будет четным. Итак, ответ в задаче утвердительный, третья справа цифра у числа 
[image: image182.wmf]2
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 всегда четная.

б). Аналогично пункту а) мы можем записать, то x=100k+25, где k- некоторое натуральное число. Тогда 
[image: image183.wmf]3025

1000

3025

10

11

10

)

55

100

(

3

2

4

2

2

+

×

=

+

×

+

×

=

+

=

A

k

k

k

x

  (*),

где A- некоторое натуральное число, зависящее от k. Тогда три последние цифры числа 
[image: image184.wmf]2
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 будут равны трем последним цифрам числа 3025, т.е. 025. Поэтому у числа 
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 третья цифра справа всегда 0.

2). Если a четно, то понятно, что 
[image: image186.wmf]2
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-является квадратом целого числа. Если же a нечетно, то 
[image: image187.wmf]a

a

a

a

a

×

=

-

2

)

(

2

1

 и отсюда видно, что число 
[image: image188.wmf]a
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 будет квадратом тогда и  только тогда, когда само a является квадратом. Итак, среди чисел от 1 до 200 ровно 100

3). Докажем , что если AC- биссектриса углов A и С, то тогда AB=AD и BC=CD. Действительно, это следует из равенства треугольников ABC и ADC по стороне и двум прилежащим к ней углам (сторона AC- общая, <CAD=<CAB, <ACB=<ACD).[image: image190.png]



Далее если противоположные стороны этого четырехугольника равны, то тогда и все стороны его равны. И тогда треугольники BCD и BAD равны по трем сторонам (BD-общая, BC=CD=AD=AB). Из равенства этих треугольников и следует равенство углов <CBD=<ABD, <CDB=<ADB, что и требовалось доказать.

4). Пронумеруем строки и столбцы нашей таблицы так как это показано на рисунке. Таким образом любой клетке на доске мы можем сопоставить ее координаты- пару чисел, определяющих номер строки и столбца, в которых стоит эта клетка. Предположим противное, допустим противоположные углы (1;1) и (100;1000) окрашены одинаково и обозначим этот цвет цифрой 1. Обозначим цвета соседей клетки (1;1) цветами 2,3,4 как показано на рисунке. Тогда как следует из условия задачи любой квадрат 2*2 содержит клетки  всех четырех цветов. Поэтому любые две доминошки 1*2, обе из которых до квадрата 2*2 дополняет какая-то общая доминошка 1*2, состоят из клеток одинаковых цветов, например доминошка из клеток (1;1) и (2;1) состоит из клеток 1 и 4 цветов, поэтому и доминошка, состоящая из клеток (1;3) и (2;3) также состоит из клеток цветов 1 и 4, т.к. их дополняет до квадрата 2*2 доминошка из клеток  (1;2) и (2;1). Поэтому нетрудно убедиться в том, что в доминошке из клеток (1;99) и (2;99)  обязана быть клетка цвета 1. Но аналогично в доминошке из клеток (2;99) и (2;100) также должна быть клетка цвета 1 (это мы получаем двигаясь от клетки цвета 1 в клетке (100;100) ). Но т.к. по условию задачи никакие две клетки одинакового цвета не имеют общих вершин, то клетка (2;99) будет окрашена в цвет 1. Аналогично мы получаем, что клетка (99;2)  также окрашена в цвет 1. Т.к. клетка (2;99) цвета 1, что клетка (1;99) цвета 4. Сравнивая доминошки, состоящие из клеток (2;1),(3;1) и  (2;99),(3,99) получаем, что т.к. у них цвета клеток одинаковы, то клетка (3;1) цвета 1 и клетка (3;99) 4-ого цвета. Сравнивая аналогично 1-ый и 99-ый столбцы получаем, что клетка (100;99) должна быть окрашена в цвет 1, но тут то мы и получаем противоречие с тем, что клетки (100;99) и (100;100) окрашены в один цвет.

    1  2        …    4        1
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    4            …    1   1   4
                                       .

  
.

          1        …     4        99
                    …     1  1   100
     1   2    3         99 100

5). Предположим противное, пусть наибольшее расстояние пробежал мальчик A, а его соседи справа и слева B и C пробежали меньше. Если A бегал n раз налево, m раз направо и k раз оставался на месте, то B пробежал на (m-n-k)l меньше A, здесь l- расстояние между A и B, а C пробежал на (n-m-k)d меньше, чем A, где d- расстояние между A и C. Значит 

m-n-k>0 и n-m-k>0, но их сумма равна (-2k), что невозможно. Полученное противоречие показывает, что у A может быть сосед только с одной стороны. 
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