РЕСПУБЛИКА 1997 года (г. Могилев)


8 КЛАСС 1-ый день


1. а) Докажите, что если двузначное число делится на сумму своих цифр и не делится на 10, то оно делится на 3. б) Верно ли утверждение п. а), если число трёхзначное?


2. В треугольнике ABC, в котором AC<AB, на стороне BC отмечены точки D и Е так, что � EMBED Equation.3  ��� (порядок следования точек: С, D, Е, В) (см. Рисунок). Докажите, что


а) � EMBED Equation.3  ���; б) � EMBED Equation.3  ���.�
��
�
3. Можно ли нарисовать на плоскости 10 красных, 10 синих и 10 зелёных точек, так, чтобы было выполнено следующее условие: для всякой красной точки найдётся такая синяя, которая расположена к ней ближе, чем любая зелёная; далее, для каждой синей точки найдётся такая зелёная, которая расположена к ней ближе, чем любая из красных; наконец, для каждой зелёной точки найдётся такая красная, которая расположена к ней ближе, нежели любая синяя?


4. Сумма пяти положительных чисел равна 2. Обозначим через S2 сумму квадратов этих чисел, через S3 — сумму их кубов, а через S4 — сумму их четвёртых степеней. Укажите (с обоснованием), какие из четырёх чисел 2, S2, S3, S4 могут быть наибольшими из этой четвёрки, а какие — нет.


9 КЛАСС 1-ый день


1. Некоторое натуральное число N является суммой квадратов натуральных чисел m и n. Докажите, что ни один из делителей числа N не представим в виде разности k-ых степеней чисел m и n ни при каком натуральном k, � EMBED Equation.3  ���.


2. В двузначном числе а переставили местами цифры и получили двузначное число b. Найдите наименьшее возможное значение выражения:�
� EMBED Equation.3  ���.�
�
3. На стороне АС треугольника ЛВС отмечена точка D. Через точку Р. Лежащую на BD, проведены прямые СР и АР, которые пересекают стороны АВ и ВС в точках М и N соответственно. Докажите, что BD является медианой тогда и только тогда, когда АР:PN=СР:РМ.


4. Каждая сторона треугольника разбита на n равных частей: точки деления соединены отрезками, параллельными сторонам треуголь�ника. В каждом узле полученной треугольной решётки записано по числу: при этом в угловых узлах А, В и С, а также в узле D, изображённом на рисунке, стоят едини�цы, а во всех �
��
�
остальных узлах — ну�ли. За один ход разрешается увеличить на единицу либо уменьшить на единицу каждое из четырёх чисел, расположенных в узлах любого маленького параллелограмма вида�



��
�
Для каждого � EMBED Equation.3  ��� выясните, можно ли с помощью таких ходов добиться, чтобы во всех узлах этой решётки оказались лишь нули ?


10 КЛАСС 1-ый день


1. В пятиугольнике A1A2A3A4A5 точка В — точка пересечения диагоналей A1A4 и A2A5. Известно, что � EMBED Equation.3  ��� и � EMBED Equation.3  ���. Докажите, что если вокруг пятиугольника A1A2A3A4A5 можно опи�сать окружность, то � EMBED Equation.3  ���.


2. На классной доске в строчку выписаны числа 0, 1, 2, 4, ... n (число 3 пропущено), � EMBED Equation.3  ���. Под каждым числом этой строки запи�сывается одно из этих же чисел, причём так. чтобы в новой строке все числа были различны. Затем все числа, стоящие друг под другом. складывайся: в результате получаются n чисел a1, a2, ..., an. Определите, чему может быть равен наибольший общий делитель чисел a1, a2, ..., an.


3. На олимпиаде по разгадыванию загадок было предложено 5 зага�док. Каждый участник олимпиады записывает свои ответы в тетрадь и сдаёт работу жюри олимпиады. После проверки всех работ жюри оценивает каждую загадку некоторым (своим для каждой загадки) це�лым положительным числом баллов. За неверно разгаданную загадку участник получает 0 баллов, за верно разгаданную — полный балл. Оказалось, что какого бы участника ни взять, можно так назначить ко�личество баллов за каждую из пяти загадок, что этот участник станет единоличным победителем, т.е. наберёт больше всех баллов. Какое наибольшее число участников могло быть на этой олимпиаде.


4. На каждой клетке шахматной доски � EMBED Equation.3  ��� стоит чёрная или белая фишка, причём фишки расставлены так, что у каждой чёрной фишки имеется нечётное число чёрных соседних фишек, а у каждой белой — чётное число чёрных соседних. (Соседними считаются фишки, стоящие на клетках, имеющих общую сторону или вершину).


а) Какое максимально возможное число чёрных фишек может стоять на шахматной доске?


б) Докажите, что в квадрате � EMBED Equation.3  ���, центр которого совпадает с цен�тром доски и стороны которого параллельны сторонам доски, находится чётное число чёрных фишек.


