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Районная олимпиада по математике.

1995/1996 учебный год.

1. Условия задач.

8 класс.

8.1. В прямоугольном равнобедренном (АВС ((С = 900) медиана AN продолжена за точку N до точки Р так, что AP = 2(AN, а медиана BM продолжена за точку B до точки Q так, что       MQ = 2(MB. Найдите (APQ.
8.2. Про числа 
a
и
b
 известно, что 



.

Какие значения может принимать их разность 
a - b
?

8.3. Доказать, что для любого натурального числа n по крайней мере одно из чисел n3 + n или n3 - n оканчивается нулем.

8.4 Расставьте в ряд цифры 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 так, чтобы среди любых трех подряд идущих цифр сумма каких то двух из них равнялась 7.

8.5. Вычислите x3 + y3 + z3 -3xyz, если x = 997, y = 998, z = -1995. Пользоваться микрокалькулятором запрещено!

9 класс.

9.1. Доказать, что для любого натурального числа n по крайней мере одно из чисел n3 + n или n3 - n оканчивается нулем.

9.2. Докажите, что по крайней мере одно из квадратных уравнений 

19px2 + mx + + 95 = 0 или 95x2 + nx - 19p
имеет решение. (p, m и n - произвольные действительные числа, р ( 0).

9.3. Три мальчика - Андрей, Виктор и Сергей сделали следующие заявления:

Андрей: «x2 + y2 = 1 тогда и только тогда, когда x4 + y2 = x2 + y4.» 
Виктор: «Если x2 + y2 = 1, то x4 + y2 = x2 + y4.»

Сергей: «Если x4 + y2 = x2 + y4, то x2 + y2 = 1.»

Кто из мальчиков прав, а кто не прав?

9.4. Четырехугольник ABCD вписан в окружность с центром О. Отражая точку О относительно прямых AB, BC, CD и DA, получили соответственно токи О1, О2, О3, и О4. Докажите, что О1О2О3О4 - параллелограмм.

9.5. Из шахматной доски 8(8 вырезали поля a1, d5, e8 и h4. На оставшейся части доски разместили произвольным образом 9 точек. Докажите, что среди них найдутся такие две точки, что расстояние между ними не больше 5. (Сторона одной клетки шахматной доски считается равной 1).

10 класс.

10.1. Найти все решения системы уравнений



.

10.2. Три мальчика - Андрей, Виктор и Сергей сделали следующие заявления:

Андрей: «x2 + y2 = 1 тогда и только тогда, когда x4 + y2 = x2 + y4.» 
Виктор: «Если x2 + y2 = 1, то x4 + y2 = x2 + y4.»

Сергей: «Если x4 + y2 = x2 + y4, то x2 + y2 = 1.»

Кто из мальчиков прав, а кто не прав?

10.3. Диагонали A1A4, A2A5 и  A3A6 выпуклого шестиугольника A1A4A2A5A3A6 пересекаются в точке О. Докажите, что если 

 и 

, то 

.

10.4. Изобразить на координатной плоскости OXY множество точек M(x; y), координаты которых удовлетворяют соотношению (x2 - 1( = (y2 - 1(.
10.5. Рассмотрим все многочлены x2 - 2px+ q, где p = 1, 2, ..., 100; q = 1, 2, ..., 100. У скольких из них оба корня целые?

11 класс.

11.1. Какое из чисел больше, 

 или 

?

11.2. На ребрах тетраэдра расставлены 6 чисел (по одному числу на ребре). Докажите, что если суммы чисел, стоящих на сторонах каждой из граней тетраэдра равны, то среди этих чисел не более трех различных.

11.3. Пятиугольник A1A2A3A4A5 вписан в окружность. Оказалось, что 
A1A2 = .A2A4 = A3A4 = A4A5. Докажите, что

 
11.4. Рассмотрим все многочлены x2 - 2px + q, где p = 1, 2, ..., 100; q = 1, 2, ..., 100. У скольких из них оба корня целые?

11.5. На координатной плоскости Oxy изобразите множество точек M(x; y) координаты которых удовлетворяют соотношению max{2x, 2y} = x2 + y2.

(max{x; y} означает максимальное из чисел x и y; если x = y, то max{x; y} = x = y).
2. Решения.



Рисунок 1
8.1.
Ответ:
900.
Сделаем чертеж на бумаге в клетку так, чтобы катеты АС и АВ совпадали со сторонами одной клетки (см. рисунок 1). Легко видеть, что ( PTQ = (PBC, откуда (NPB = (QPT и
(APQ = (NPB + (BPQ = (QPT + (BPQ = (BPT = 900.
8.2.
Ответ:
Только значение 0.

Из условия следует, что





 EMBED Equation.2  

8.3. Рассмотрим последние цифры чисел n3 + n и n3 - n в зависимости от последней цифры числа n. Результаты удобно расположить в виде следующей таблицы:

n
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

n3
0
1
8
7
4
5
6
3
2
9

n3 + n
0
2
0
0
8
0
2
0
0
8

n3 - n
0
0
6
4
0
0
0
4
4
0

Из полученной таблицы непосредственно видно, что по крайней мере одно из чисел n3 + n или n3 - n оканчивается нулем, что и требовалось доказать.

8.4. Построение примера облегчается тем обстоятельством, что цифры 8 и 9 могут стоять лишь по краям последовательности. Действительно, если, например, слева от цифры 8 стоит цифра x, а справа - цифры y и z, то, поскольку 8 ни с одной из цифр в сумме не даст 7, x + y = 7,  z + y = 7, откуда y = z - противоречие с условием. Теперь легко построить один из многих возможных примеров, например: 8, 0, 1, 7, 6, 2, 5, 3, 4, 9.

8.5.
Ответ:
0.

Можно конечно получить ответ прямым вычислением, но проще воспользоваться тем обстоятельством, что z = -(x + y):

x3 + y3 + z3 - 3xyz = x3 + y3 - (x + y)3 + 3xy(x + y) = x3 + y3 - x3 - 3x2y - 3xy2 -  y3 + 3x2y + 3xy2 = 0.
9 класс.

9.1. См. задачу 8.3.

9.2. Вычислим дискриминанты данных уравнений:

D1 = m2 - 4(19(95p,        D2 = n2 + 4(19(95p.

Если p > 0, то D2 > 0 и решение имеет второе из данных уравнений. Если же p < 0 то D1 > 0 и решение имеет первое уравнение.

9.3.
Ответ:
Прав Виктор, а Андрей и Сергей не правы.

Действительно, 
x2 + y2 = 1 ( x2 + y2 - 1 = 0; x4 + y2 = x2 + y4 ( x4 + y2 - x2 - y4 = 0 ( (x2 - y2)( x2 + y2 - 1) = 0.

То есть, если x2 + y2 - 1 = 0, то и x4 + y2 - x2 - y4 = 0 - Виктор прав.

Чтобы убедиться, что Андрей и Сергей не правы, достаточно привести примеры, опровергающие их заявления. В обоих случая, годятся, например, x = y = 0.



Рисунок 2
9.4. Так как ОО1 и ОО4 серединные перпендикуляры к отрезкам АВ и AD соответственно (см. рисунок 2), то PQ - средняя линия (ADB. Очевидно также, что ОО1 ОО4 средняя линия (ОО1О4. Следовательно, О1О4 ((PQ((BD. Аналогично получаем, что О2О3 ((BD, т. е. О1О4((О2О3. Точно также доказывается, что О1О2((О3О4.



Рисунок 3
9.5. Разрежем доску на восемь равных частей, как на рисунке 3 (в черный цвет окрашены вырезанные поля). Каждая из этих частей - прямоугольная трапеция с основаниями 1 и 4 и высотой 3. Расстояние между любыми двумя точками такой трапеции не превосходит длины ее большей диагонали, равной 

. Но поскольку всего отмечено 9 точек, две из них непременно окажутся в одной части.

10 класс. 

10.1.
Ответ:
(1; 1/2; 1/3), (-1; -1/2; -1/3).
Сложив уравнения системы, получим:

x2 - 6yz + 5y2 -4xy + 9z2 = x2 - 4xy + 4y2 + y2 - 6yz + 9z2 =

 (x - 2y)2 + (y - 3z)2 = 0,
откуда следует, что
, y = 3z, x = 2y = 6z.
Подставив в первое из уравнений системы, находим
x2 = 1, x = (1, y = (1/2, z = (1/3.
Проверкой убеждаемся, что оба найденный решения действительно удовлетворяют обоим уравнениям данной системы.

Замечание.
Проверка в данном случае
обязательна!
10.2. См задачу 9.3.




Рисунок 4
10.3. Из равенства площадей (ОА1А2  и (ОА4А5 (см. рисунок 4) получаем: 1/2(OA1(OA2(sin( = 1/2(OA4(OA5(sin(, откуда следует, что OA1(OA2 = OA4(OA5 (1). Аналгично, из равенства площадей (ОА2А3  и (ОА5А6 получаем, что OA2(OA3 = OA5(OA6 (2). Из равенств (1) и (2) легко следует, что 



Рисунок 5
OA1(OA6 = OA3(OA4, откуда 

, ч. т. д.

10.4.
Ответ:
см. рисунок 5.

Данное в условии уравнение эквивалентно уравнению 
(x2 -1)2 = (y2 - 1)2, или

(x2 -1)2 -(y2 - 1)2 = (x - y)(x + y)(x2 + y2 - 2) = 0. Поскольку для обращения в ноль произведения нескольких сомножителей достаточно обращения в ноль одного из них, данное множество есть объединение множеств, задаваемых уравнениями x = y, x = -y и x2 + y2 = 2.

10.5.
Ответ:
5050.
Корни уравнения x2 - 2px +q = 0 - 

  Для того, что бы оба они были целыми числами, необходимо и достаточно, чтобы p2 - q = n2 для некоторого натурального числа n. Но тогда p2 - n2 = q. Теперь можно перечислить все возможны пары (p, q) следующим образом: если p = 1, то n = 0, q = 1; если p = 2, то n = 0, 1, q = 4, 3; если p = 3, то n = 0, 1, 2, q = 9, 8, 5 и т. д. Всего таким образом получается 

 уравнений с целыми корнями.

11 класс.

11.1.
Ответ:
эти числа равны.

Возведем первое из данных чисел в квадрат:







Рисунок 6
Следовательно, 

.

11.2. Обозначим числа, расставленные на ребрах тетраэдра, как на рисунке 6. Из условия следует, что 

x + y + v = x + z + w = y + z + u = u + v + w,
откуда получаем, что
x + y = u + w, x + z = u + v, y + z = v + w. (1)
Сложив эти три равенства и поделив обе части на 2, получим:

x + y + z = u + v + w. (2)

Из соотношений (1) и (2) следует, что z = v, y = w, x = u.



Рисунок 7
11.3. Пусть (А5А1А4 = (, (А1А3А5 = (. Поскольку углы, опирающиеся на равные хорды равны, А5А2 = (А4А1А3 = 

= (А2А5А3 = (А5А1А4 = (А4А1А3 = (А1А4А2 =(
Подсчитав углы (А1А3А5, получим, что 4( + ( = 1800. Применяя теорему синусов к (А1А3А5 и (А1А2А4, получим:



 


Но




откуда и следует требуемое равенство.
11.4. См. задачу 10.5.




Рисунок 8
11.5.
Ответ:
См. рисунок 8.

Проведем прямую
 y -= x.
Выше этой прямой
max{2x, 2y} = 2y, поэтому уравнение принимает вид

2y = x2 + y2, или x2 + (y - 1)2 = 1. Это уравнение задает окружность радиуса 1 с центром в точке (0 ; 1). С учетом того, что 
y ( x, берем часть этой окружности, лежащую выше прямой y = x.
Аналогично рисуется и часть графика данного уравнения, лежащая ниже прямой y = x.

Конец.
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