Районная олимпиада по математике.


1997/1998 учебный год.





1. Условия задач.


8 класс.


� EMBED Word.Picture.6  ���


Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �1�


8.1. Решите уравнение:� EMBED Equation.2  ���.


8.2. Расшифруйте пример на умножение (рисунок 1. Здесь разными буквами зашифрованы разные цифры, причем согласными буквами зашифрованы нечетные цифры, а гласными - четные).


8.3. В числе переставили цифры и получили число в три раза меньше исходного. Докажите, что исходное число делилось на 9.


8.4. В классе 27 учеников. Каждый мальчик дружит с четырьмя девочками, а каждая девочка - с пятью мальчиками. Сколько в классе мальчиков и сколько девочек?


8.5. Два равных квадрата ABCD и DCEF имеют общую сторону CD. Пусть Р - середина отрезка АВ, Q - середина DP, М - середина СЕ, N - середина DM. Доказать, что CQ(FN.





9 класс.





9.1. Сколько семерок встретится в последовательности 1, 2, 3, ..., 1996, 1997?


9.2. Вовочка задумал натуральное число и умножил его на 1,7. Результат он округли до целого, умножил на 1,7 и снова округлил до целого. Получилось число 330. Какое число задумал Вовочка?


9.3. Сколько цифр участвуют в записи числа � EMBED Equation.2  ���? Что это за цифры?


9.4. Докажите, что если прямая, проведенная из вершины С (АВС, делит медиану, опушенную из вершины А пополам, то она делит сторону АВ в отношении 1:2.


9.5. На доске были записаны в ряд три целых числа	a, b, c.	Юра написал в ряд три новых числа	a-b, b-c, c-a,	а старые числа стер. С новой тройкой он поступил таким же образом и повторил это действие 1997 раз, после чего обнаружил на доске число 1997. Докажите, что по крайней мере один раз Юра допустил в своих вычислениях ошибку.





�
10 класс.





10.1. На плоскости проведены 1997 прямых так, что никакие две из них не параллельны. Докажите, что найдется прямая, которая не перпендикулярна ни одной из остальных прямых.


10.2. На одной стороне угла с вершиной О отложены равные отрезки ОА = АВ = ВС, а на другой стороне - равные отрезки OD = DE = EF. Докажите, что S(AEC = S(DBF.


10.3. Про натуральные числа m и n известно, что m2 + n2 , без остатка делится на 4mn. Докажите, что m = n.


10.4. Докажите, что если числа p, q, r удовлетворяют неравенствам 


� EMBED Equation.2  ���,


то уравнение px2 + qx + r = 0 имеет два различных решения.


10.5. На доске были записаны в ряд четыре целых числа	a, b, c, d	Юра написал в ряд четыре новых числа	a-b, b-c, c-d, d-a,	а старые числа стер. С новой четверкой он поступил таким же образом и повторил это действие 1997 раз, после чего обнаружил на доске число 1997. Докажите, что по крайней мере один раз Юра допустил в своих вычислениях ошибку.





11 класс.





11.1. Вовочка задумал натуральное число и умножил его на 1,7. Результат он округли до целого, умножил на 1,7 и снова округлил до целого. Получилось число 330. Какое число задумал Вовочка?


11.2. На стороне квадрата ABCD отмечена произвольная точка Х. На продолжении стороны ВС за точку С отмечена точка Y такая, что AX = CY. Докажите, что отрезок XY делится прямой АС на равные части.


11.3. Известно, что (xy( ( 4 и (x + y( ( 3. Найдите максимальное возможное значение числа х при этих условиях.


11.4. В каплю воды, где находилось 1000 бактерий посадили один вирус. После этого каждую минуту стало происходить следующее: каждый вирус уничтожал по одной бактерии, после чего каждая оставшаяся в живых бактерия делилась на две бактерии, а каждый вирус - на два вируса. Верно ли, что через некоторое время в капле не останется ни одной бактерии?


11.5. На доске были записаны в ряд пять целых числа	a, b, c, d, e	Юра написал в ряд пять новых числа	a-b, b-c, c-d, d-e, e-a,	а старые числа стер. С новой пятеркой он поступил таким же образом и повторил это действие 1997 раз, после чего обнаружил на доске число 1997. Докажите, что по крайней мере один раз Юра допустил в своих вычислениях ошибку.


�
Решения.





8.1.	Ответ:	� EMBED Equation.2  ���.


После упрощений уравнение сводится к виду � EMBED Equation.2  ���, или 2x2 = 1, откуда � EMBED Equation.2  ���.


8.2.	Ответ:	19(97 = 1843.


Очевидно, В и Г не могут быть пятеркой или единицей. Так как Г ( 1, З ( 9. Но В2 заканчивается на цифру З, то есть В ( 3, 7. Таким образом для В остается единственная возможность: В = 9. Тогда З = 1, ЗВ = 19. Так как ЗВ ( Г трехзначное число, Г = 7. Умножая  19 на 97, получаем А = 8, Я = 4 - четные цифры.


8.3. Пусть А - исходное число. Тогда из условия следует, что число 3А состоит из тех же цифр, что и число А, Поскольку число 3А делится на три, сумма его цифр, равная сумме цифр числа А, делится на 3. Поэтому число А делится на 3, а число 3А - на 9. Но тогда точно также получается, что сумма цифр числа А делится на 9. То есть А делится на 9.


8.4.	Ответ:	15 мальчиков и 12 девочек.


� EMBED Word.Picture.6  ���


Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �2�


Пусть x - число мальчиков, а y - число девочек в классе. Пусть каждые, дружащие между собой мальчик и девочка держатся за концы одной веревки. Тогда каждый мальчик держит 4 веревки, то есть потребуется 4x веревок; но каждая девочка держит по 5 веревок - значит веревок требуется 5y. То есть 4x = 5y. Кроме того x + y = 27. Мы получили  систему уравнений, решив  которую находим x= 15 y = 12.


8.5. Легко видеть, что (APD = (CMD (по двум сторонам и углу между ними). Поэтому DQ = DN, (PDA = (MDC, (QDC = (NDF и(CQD = (FND по двум сторонам и углу между ними). Следовательно, (QCD = (NFD. По теореме о внешнем угле для (STC (см. рисунок 2), 


(QST = (SCT + (CTS = (TFD = (FTD = 1800 - (TDF = 900.





9 класс.





9.1.	Ответ:	600.


В ряду от 1 до 999 семерок столько же, сколько и в ряду от 1000 до 999. Выпишем числа от 1000 до 1999 в столбик. Всего на последних трех местах выписано 3(1000 = 3000 цифр, причем каждая из 10 цифр встречается одинаковое число раз. Поэтому семерок в этом столбике ровно 3000 : 10 = 300 штук, а во всем ряду от 1 до 1997 (столько же, сколько их в ряду от 1 до 1999) - 600.


9.2.	Ответ:	114.


Пусть - x - первоначальное число, а y - число, полученное на первом этапе (после округления). Тогда по условию 329,5 < 1,7y < 330,5. Следовательно, 193,8 < y < 194,4.  Поэтому y = 194. Теперь легко аналогичным образом найти и x. Получаем x = 114.


9.3.	Ответ:	3993 цифры: по 1996 четверок и восьмерок и одна девятка.


На самом деле нетрудно попросту вычислить данное число. Достаточно лишь понять, что � EMBED Equation.2  ���, а � EMBED Equation.2  ���. Пользуясь этим, получаем:


� EMBED Equation.2  ���.


� EMBED Word.Picture.6  ���


Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �3�


9.4. Пусть AD - медиана, Р - середина AD, Е - точка пересечения СЕ и АВ. Тогда имеют место равенства:


S(AEP = S(EPD, S(APC = S(PDC, S(EBD = S(EDC.


Действительно, у любой пары соответствующих треугольников одинаковые основания и одинаковые высоты (см. рисунок 3). Но тогда S(BCP = 2S(BPE, а поскольку у этих треугольников одинаковые высоты, их основания - СР и РЕ - относятся как 1 : 2.


9.5. Проделаем с числами	a, b, c	операцию, описанную в условии три раза. Последовательно:


(а, b, c) ( (a - b, b - c, c - a) ( (a - 2b + c, b - 2c + a, c - 2a + b) ( (3c - 3b, 3a - 3c, 3b - 3a).


На доске оказались три числа, каждое из которых делится на три. Ясно, что и дальнейшем на доске будут возникать только кратные трем числа. Но 1997 на три не делится. Следовательно в Юриных вычислениях была сделана ошибка.





10 класс.





� EMBED Word.Picture.6  ���


Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �4�


10.1. Доказательство ведется от противного. Действительно, если такой набор прямых существует, то все прямые разбиваются на пары взаимно перпендикулярных, ибо две прямые, перпендикулярные третьей параллельны, чего не может быть по условию. Следовательно, такой набор должен состоять из четного числа прямых.


10.2. Пусть (см. рисунок 4) 


.(COF = (, OA = AB = BC = p, OD = DE = EF = q.


Тогда высота (DBF равна 2pcos(, а высота (AEC - 2qcos(. Поэтому S(DBF = S(AEC = 2pqco(.


10.3. Пусть 4mn = k(m2 + n2), где k - некоторое натуральное число. Так как m2 + n2 ( 2mn (ибо m2 + n2 - 2mn = 


= (m-n)2 ( 0), то 4mn ( 2kmn, k ( 2, т. е. k = 1 или 2. Если k = 1, то 


m2 + n2 = 4mn, m2 - 4mn + 4n2 = 3n2, ((m - 2n)/n)2 = 3,


чего не может быть, так как число � EMBED Equation.2  ���иррационально. Если же k = 2, то m2 + n2 = 2mn, (m - n)2 = 0, откуда m = n.


10.4. Пусть P(x) = px2 + qx + r. Сложив второе и третье неравенства и разделив сумму на 4, получим, что P(1) = (p + q + r) < 0. Но график функции y = P(x) - парабола с ветвями, направленными вверх. Поскольку на этой параболе есть точка с отрицательной ординатой, она пересекает ось ОХ в двух точках (x1; 0) и (x2; 0). Ясно, что x1 и x2 - решения уравнения px2 + qx + r = 0.


10.5. Проделаем над числами	a, b, c, d	описанную в условии процедуру четыре раза:


(a, b, c, d) ( (a - b, b - c, c - d, d - a) ((a - 2b + c, b - 2c + d, c - 2d + a, d - 2a + b) (


( (a - 3b + 3c -d, b - 3c + 3d - a, c - 3d + 3a - b, d - 3a + 3b - c) (


( (2a -4b + 6c - 4d, 2b - 4c + 6d - 4a, 2c - 4d + 6a - 4b, 2d - 4a + 6b - 4c).


На доске оказались четыре четных числа. Ясно, что и в дальнейшем на доске будут появляться только четные числа. Поскольку число 1997 нечетно, в Юриных вычислениях была сделана ошибка.





�
11 класс.


� EMBED Word.Picture.6  ���


Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �5�





11.1. См. задачу 9.2.


11.2.	Первое решение.	Пусть М - точка пересечения прямых АС и XY (см. рисунок 5) Так как, (ADX = (CDY (по двум катетам), то 


DX = DY и (XDY = (XDC +(CDY = (XDC + (XDA = 900. 


То есть, (XDY - равнобедренный прямоугольный и (MXD = 450. Так как и (MCD = 450, точки D, Y, C, M лежат на одной окружности. Но тогда (DMY = (DCY = 900. Поэтому DM высота (DXY, а, так как (DXY равнобедренный DM и его медиана.


Второе решение.	Введем систему координат так, чтобы ось абсцисс совпадала с лучом [A;D), а ось ординат - с лучом [A;B). Тогда, если АВ = m, AX = p, то точки из условия задачи имеют координаты A(0;0), B(0;m), C(m;m), D(m;0), X(0;p), Y(m + p; m). Середина М отрезка XY имеет координаты M((m + p)/2; (m + p)/2). Следовательно точка М лежит на прямой c уравнением y = x, содержащей, очевидно, диагональ АС.


11.3.	Ответ:	4.


Пусть x + y = p, xy = q. По условию, (p( ( 3, (q( ( 4. По теореме, обратной к теореме Виета, x и y - корни квадратного уравнения z2 - pz + q. Но тогда:


� EMBED Equation.2  ���.


Равенство достигается при x = 4, y = -1.


Замечание.	Задача также допускает графическое решение: достаточно изобразить на координатной плоскости множество точек, координаты которых удовлетворяют данным неравенствам и выбрать в этом множестве точку с максимальной абсциссой.


11.4.	Ответ:	Да.


Очевидно, через k секунд в капле будет 2k вирусов. Проследим, как изменяется число бактерий в капле. На первой секунде погибает одна бактерия, а остальные 999 делятся каждая на две. Всего бактерий оказывается 2(999. На второй секунде 2 вируса уничтожают по бактерии, а остальные 2(999-2 = 2(998 делятся. Всего бактерий становится 22 (998. Аналогично, на третьей секунде их становится 23(997 и т. д. Нетрудно заметить, что по истечении k - ой секунды в капле оказывается ровно 2k((1000-k) бактерий. (Аккуратное доказательство требует применения метода математической индукции). Таким образом, по истечении 1000 секунд в капле не останется ни одной бактерии.


11.5. Про делаем с данными числами описанную в условии операцию пять раз:


(a, b, c, d, e) ( (a - b, b - c, c - d, d - e, e - a) ( 


( (a - 2b + c, b - 2c + d, c - 2d + e, d - 2e + a,e - 2a + b) (


( ( a - 3b + 3c - d, b - 3c + 3d - e, c - 3d + 3e - a, d - 3e + 3a - b, e - 3a + 3b - c) (


((a - 4b + 6c - 4d + e, b - 4c + 6d - 4e + a, c - 4d + 6e - 4a + b, d - 4e + 6a -4b + c, e - 4a + 6b - 4c + d)(


( (-5b + 10c - 5d + 5e, -5c + 10d - 5e + 5a, -5d + 10e - 5a + 5b, -5e + 10a - 5b + 5c, -5a + 10b - 5c + 5d)


В этот момент все числа на доске оказались кратными пяти. Ясно, что и в дальнейшем все числа, которые будут появляться на доске должны делиться на 5. Так как 1997 на 5 не делится, в Юриных вычислениях была сделана ошибка.
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