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Районная олимпиада по математике.

1998/1999 учебный год.
1. Условия задач. 

8 класс.

8.1. Пусть 
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 и 
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 - натуральные числа такие, что число 
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 - целое. Докажите, что тогда число 
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также является целым.

8.2. Разрежьте какой-либо треугольник на пять тупоугольных треугольников с равными тупыми углами. (При этом сами эти треугольники равными быть не обязаны.)

8.3. 
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- действительные числа, такие, что 
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. Докажите, что по крайней мере три из этих чисел равны друг другу.
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Рисунок 1
8.4. В клетках таблицы 3(3 расставлены целые числа так, что суммы чисел в каждом столбце и в каждой строке нечетны. Докажите, что сумма чисел в клетках, отмеченных крестиками(см. рисунок 1) также нечетна.

8.5. На столе лежат четыре яблока весом 600 г., 400 г., 300 г. и 250 г. соответственно. Саша и Таня подходят к столу и берут по яблоку, причем первым яблоко выбирает Саша. Затем по команде оба начинают есть каждый свое яблоко. Следующее яблоко со стола можно брать только после того, как было съедено предыдущее. Скорость поедания яблок у обоих одинакова. Как должен действовать Саша, чтобы съесть как можно больше?
9 класс.

9.1. В клетках таблицы 9(17 расставлены натуральные числа так, что в любом прямоугольнике 3(1 сумма чисел нечетна. Найдите, четной или нечетной будет сумма всех чисел таблицы. Не забудьте обосновать ответ.

9.2. Квадрат с диагональю S разбит на четыре прямоугольника с диагоналями S1, S2, S3 и S4 способом, указанным на рисунке 2.




Рисунок 2
Докажите, что 
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9.3. Найдите все пары простых чисел P и Q, такие что число N = P4-Q4 имеет ровно четыре различных делителя (включая 1 и само число N).

9.4. В трапеции ABCD диагональ АС равна сумме ее оснований AD и BC. Докажите, что биссектриса угла (CAD  перпендикулярна диагонали BD.

9.5. На столе лежат четыре яблока весом 600 г., 400 г., 300 г. и 250 г. соответственно. Саша и Таня подходят к столу и берут по яблоку, причем первым яблоко выбирает Саша. Затем по команде оба начинают есть каждый свое яблоко. Следующее яблоко со стола можно брать только после того, как было съедено предыдущее. Скорость поедания яблок у обоих одинакова. Как должен действовать Саша, чтобы съесть как можно больше?

10 класс.

10.1. Можно ли из чисел 

выбрать четыре числа, образующие арифметическую прогрессию?

10.2. X и Y - различные положительные числа. Что больше:



 или 

?

10.3. Найдите число таких натуральных N, что выполнены условия: а) N(1998 и б) число N1998 заканчивается на цифру 9.
10.4. Про выпуклый четырехугольник ABCD известно следующее: 

а) (ABD + (ACD = 180 0;

б) основания M и N перпендикуляров, опущенных соответственно из точек В и С на прямую AD принадлежат отрезку AD и AM = DN.

Докажите, что (ADB + (ADC = 90 0.
10.5. На столе лежат четыре яблока весом 600 г., 400 г., 300 г. и 250 г. соответственно. Саша и Таня подходят к столу и берут по яблоку, причем первым яблоко выбирает Саша. Затем по команде оба начинают есть каждый свое яблоко. Следующее яблоко со стола можно брать только после того, как было съедено предыдущее. Скорость поедания яблок у обоих одинакова. Как должен действовать Саша, чтобы съесть как можно больше?

11 класс.
11.1 ABCD - трапеция, такая, что AD((BC и AD = 3BC. Пусть M - середина АВ, N - середина CD, Р - точка пересечения прямых BN и CM, Q - точка пересечения прямых AN и DM. Какую часть от площади трапеции ABCD составляет площадь четырехугольника MPNQ?
11.2. Докажите, что для любых положительных чисел 

 выполняется неравенство



11.3. Решить уравнение:  

.

11.4. Пусть последовательность х1, х2, х3, ... определена следуюіим образом:

х1=1, х2=9, хк+2=(хк+1(-хк при к=1, 2, 3, ... (то есть, х3=(9(-1=8, х4=(8(-9=-1, х5=(-1(-8=-7 и т. д.) Докажите, что все члены этой последовательности меньше 16. 




Рисунок 3
11.5. Игорь и Саша по очереди записывают по одному числу в произвольную незаполненную рамочку на рисунке 3. Первым свое число записывает Игорь. Докажите, что он может действовать так, что независимо от того, как действует Саша, после того, как все рамочки будут заполнены, все три строчки на рисунке будут представлять из себя верные равенства.

2. Решения задач,




Рисунок 4
8 класс.

8.1. По условию число 

 целое. Значит, число 

 делится на 54 и на 37. Из этого следует, что 

 делится на 37, а 

 - на 54. Следовательно, 

 делится на 54(37=1998.

8.2. См. рисунок 4 ((АВС - равносторонний, О - его центр.)

8.3. Так как 

, и 

, то верно одно из равенств 

, и одно из равенств 

. Если, например, 

, то равны три числа 

. Аналогично разбираются и остальные возможности.




Рисунок 5
8.4. Сложим все числа верхней и нижней строки и к полученной сумме прибавим сумму чисел среднего столбца. Поскольку мы сложили три нечетных числа, полученная сумма А нечетна. Но в эту сумму числа, стоящие в клетках, отмеченных крестиками, входят по одному разу, а числа, стоящие в клетках, отмеченных ноликами (см. рисунок 5) - по два. Поэтому сумма чисел в клетках, отмеченных крестиками имеет ту же четность, что и А, то есть нечетна.

8.5. Вначале Саша берет яблоко в 250 г. Съев его, он может съесть еще и 600-граммовое яблоко, если его не брала Таня. Если же Таня вначале выбрала самое большое яблоко, то пока она его ест, Саша еще успеет съесть 300-граммовое и схватить 400-граммовое. Таким образом в любом случае Саша съест не менее 850 г., оставив Тане не более 700 г. (всего на столе  1550 г. яблок). Если же Саша не берет сразу самое маленькое яблоко, его возьмет Таня, и действуя так, как должен бы был действовать Саша обеспечит себе не менее 850 г. яблок, оставив Саше не более 700 г..

9 класс.

9.1.
Ответ:
 Нечетна.




Рисунок 6
Решение:
Данный большой прямоугольник легко разбить на прямоугольники 3(1, причем их будет нечетное число (51). Но сумма нечетного числа нечетных чисел нечетна.

9.2. Пусть сторона квадрата -
А
, а стороны прямоугольника с диагональю
S1
-
X
 и
Y
(см. рисунок 6). Из рисунка и теоремы Пифагора получаем:




9.3. Ответ:
Единственное решение - P = 3, Q = 2.
Решение.
N = ( P - Q ) ( P + Q ) ( P2 + Q2 ). Если P - Q ( 1, то каждое из семи чисел

1( P - Q ( P + Q ( ( P - Q ) ( P + Q) ( ( P - Q ) ( P2 + Q2 ) ( ( P + Q ) ( P2 + Q2 ) ( N




Рисунок 7
делит N, так что N имеет по крайней мере семь различных делителей. Следовательно,    P - Q = 1. Но имеется только одно пара таких простых чисел - 3 и 2. Проверкой убеждаемся, что 34—24=65 имеет ровно четыре делителя - 1, 5, 13 и 65.

9.4. Отложим на прямой AD от точки D отрезок DE, равный отрезку ВС, так, чтобы точка D лежала между точками A и E (см. рисунок 7). Тогда, как легко видеть, BCED - параллелограмм, и BD((CE. Так как 

АС = AD + BC = AD + DE = AE, 
(ACE - равнобедренный. Биссектриса АМ является и его высотой, а так как АМ ( СЕ и СЕ((DE, AM ( BD.
9.5. См. задачу 8.1.

10 класс.

10.1. Да: 

- арифметическая прогрессия с разностью 

.

10.2. Ответ:


.

Решение.
Так как 





EMBED Equation.2

то вопрос сводится к тому, какое из двух чисел 

 или 

 больше. 

Но 

.

(Рассмотрите два случая: X(Y и Y(X).

10.3.
Ответ.
400 чисел.

Решение
 Выясним, на какую цифру может оканчиваться число N1998 в зависимости от того, на какую цифру оканчивается число N. 

Если N оканчивается на 0, 1, 5 или 6, то у любой его степени последняя цифра та же, что и самого числа N.

Если число N четно, то четна и любая его степень - поэтому N1998 на 9 оканчиваться не может.

Таким образом, N может заканчиваться лишь на цифры 3, 7 и 9. 

Если последняя цифра числа N - 9, то, как легко видеть, четные степени числа N заканчиваются на 1, а нечетные - на 9. В частности, последняя цифра числа N1998 - единица.

Пусть, число N заканчивается на семерку. Тогда числа N1, N2, N3, N4, N5 заканчиваются соответственно на 7, 9, 3, 1, 7. Затем последние цифры начинают периодически повторяться в той же последовательности. На девятки будут оканчиваться степени 2, 6, 10, и т. д. То есть это четные числа не делящиеся на 4. Так как 1998 как раз такое число, оно оканчивается на 9.

Аналогично проверяется, что 1998-ая степень числа, оканчивающегося на тройку, заканчивается на девятку.

Таким образом числа, удовлетворяющие условию задачи - это в точности числа, оканчивающиеся на 3 и 7. В каждом десятке имеется ровно два таких числа, а в промежутке от 1 до 1998 их ровно 400.




Рисунок 8
10.4. Продлим прямую ВМ за точку М на отрезок МЕ = CN (см. рисунок 8). Так как (AME = (CND (по двум катетам), отрезки AE и CD равны и параллельны, то есть, ACDE - параллелограмм. Следовательно, 

(АЕD = (ACD и (ABD + (AED = 1800. Поэтому вокруг четырехугольника ABDE  можно описать окружность. Но тогда 

(ADB = (AEB = (NCD = 90 0 - (ADC, ч. т. д.

10.5. См задачу 8.1.

11 класс.




Рисунок 9
11.1. Ответ:
.4/15.
Решение.
Пусть ВС = а, AD = 3a, h - высота трапеции ABCD. Тогда MN
=
a (это средняя линия трапеции; см. рисунок 9). Найдем высоту треугольника (MNP. Пусть h1 - высота (MNP, h2 - высота (ВСР. Так как, очевидно, (MNP ( (BCP, h1/h2=2. Кроме того, очевидно, h1+h2=h/2. Из этих уравнений находим, что h1 = h/3. Аналогично находим, что высота (MNQ равна h/5. Таким образом,

SMPNQ = S(MNP + S(MNQ = ah/3 + ah/5 = 8ah/15, SABCD = MN ( h =2ah, SMPNQ/SABCD = 4/15

11.2.
Первое решение.





Поскольку, очевидно, последнее из неравенств выполняется для любых положительных 

, требуемое неравенство доказано.

Второе решение.
Из неравенства о среднем арифметическом и среднем геометрическом следует, что для любых положительных чисел
x
и
y





Из этого сразу следует требуемое неравенство, если перегруппировать слагаемые в его левой части следующим образом:



.
11.3.
Ответ:
1,5.

Решение.
Положим: 

 Тогда, очевидно, 




Из первых двух уравнений мгновенно находим 

 Из третьего тогда получаем
x=1,5.
Проверкой убеждаемся, что это действительно решение данного уравнения.

11.4. Выписывая последовательно х1,  х2,  х3, ... , получим:

1, 9, 8, -1, -7, 8, 15, 7, -8, 1, 9.

Поскольку у нас появились подряд числа 1 и 9, далее все будет повторяться в той же последовательности. Максимальное из чисел, которое до сих появлялось - 15. Больших чисел в последовательности появиться не может.

11.5. Очевидно, Игорь проигрывает, если он заполняет предпоследнюю пустую клеточку в какой- либо строке. Он будет вынужден сделать это лишь в случае, когда в каждой строке останется незаполненными ровно по две клеточки - всего шесть клеток. Но в начальный момент пустых клеток 13 - нечетное число. Очевидно и в дальнейшем перед каждым его ходом пустыми будут остаться нечетное количество клеток. Следовательно, Игорь всегда может избежать вышеописанной проигрышной ситуации.
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