Районная олимпиада по математике.

1999/2000 учебный год.

1. Условия задач.

8 класс.

1. Вычислить: 
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2. Найдите наименьшее положительное число x, обладающее следующими свойствами:

а) x можно представить в виде дроби, числитель и знаменатель которой – двухзначные числа;

б) Если числитель этой дроби уменьшить на единицу, а знаменатель – удвоить, то дробь станет равной 1/11.

3. Из цифр 1, 2, 3, 4 составили два различных числа, в каждое из которых все четыре цифры вошли ровно по одному разу. Может ли одно из этих чисел делиться на другое?

4. В выпуклом четырехугольнике ABCD (BAC + (ACD = 1800. Доказать, что 
AB + CD < AD + BC.
5. Можно ли разрезать квадрат на пять невыпуклых пятиугольников?

9 класс.

1. Решить уравнение:
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2. Чему может быть равно 
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a > b >
0 и

a2 +b2 = 4,25ab
?

3. В последовательности 1, 9, 9, 9, 8, 5, 1, 3, 7, … каждое число, начиная с пятого, равно последней цифре суммы четырех предыдущих. Могут ли в этой последовательности встретиться подряд цифры 7, 8, 4, 9 (в указанном порядке)?

4. . В выпуклом четырехугольнике ABCD (BAC + (ACD = 1800. Доказать, что 
AB + CD < AD + BC.
5. Можно ли разрезать квадрат на семь семиугольников? (Семиугольники могут быть невыпуклыми.)

10 класс.

1. Решить уравнение:
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2. Три окружности с центрами А, В и С касаются друг друга внешним образом. Доказать, что если (АВС прямоугольный, то окружность, вписанная в (АВС равна одной из данных окружностей.

3. a, b, c, d, e – положительные числа, причем a + b + c + d + e = 1. Доказать, что по крайней мере одно из чисел a + b + c, b + c + d, c + d + e больше 1/3.

4. В ряд выписаны 6 чисел. Известно, что каждое число, начиная с третьего, равно сумме двух предыдущих. Сумма всех выписанных чисел равна 7996. Чему равно пятое из выписанных чисел?

5. При каких n квадрат можно разрезать на n семиугольников? (Семиугольники могут быть невыпуклыми.)

11 класс.

1. Решить неравенство:
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2. На стороне квадрата ABCD внешним образом построен равносторонний (АВЕ. Доказать, что радиус окружности, описанной вокруг (CDE равен стороне квадрата.

3. Докажите, что
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4. В ряд выписаны 10 чисел. Известно, что каждое число, начиная с третьего, равно сумме двух предыдущих. Сумма всех выписанных чисел равна 21989. Чему равно седьмое из выписанных чисел?

5. При каких n квадрат можно разрезать на n 1999-угольников? (1999-угольники могут быть невыпуклыми.)

Решения.

8.1.
Ответ:
1/6.
8.2.
Ответ:
19/99.
Решение.
После указанных в условии действий должна получиться дробь n/11n, где n – натуральное число. При этом, очевидно, 11n, а значит и n – четно: n = 2m. Проделывая описанные в условии операции в обратном порядке, получим, что исходное число x было равно 

x = (2m + 1)/11m = 2/11 + 1/11m.

Число x тем меньше, чем больше число m. Но по условию 11m – двухзначное число. Следовательно, m ( 9ю Значит x минимально при m = 9; в этом случае x = 11/99.

8.3.
Ответ:
Нет.

Решение.
Предположим, что такие числа А и В существуют, причем В = рА, где р – натуральное число. Так как А ( 1234, В ( 4321 и 1234 ( 4 = 4936 4321, то р может быть равным лишь 2 ил 3. Но сумма цифр числа В равна 1 + 2 + 3 + 4 = 10. То есть В не делится на 3, и р ( 3.

Таким образом, р = 2, В = 2А. Но тогда А может оканичиваться только на 1 или 2. В первом случае, предпоседняя цифра числа А может быть только двойкой (переберите все возможности), тоесть А оканчивается на 12. Аналогично, нетрудно убедиться, что во втором случае А оканчивается на 21. В любом случае первая цифрв числа А не меньше 3, а значти первая цифра чила В = 2А не меньше 6 – противоречие.

8.4. Разрежем четырехугольник ABCD по диагонали АС на два треугольника перевернем (ACD и приложим его к (АВС по стороне АС (см. рисунок 1).

Получится треугольник со сторонами AB + CD, ВС и CD. Применяя к этому треугольнику неравенство треугольника, получим AB + CD < BC + AD, ч. т. д.

8.5.
Ответ:
Да. См., например, рисунок 2.

9 класс.
9.1.
Ответ:
x1 = -5, x2 = 1/

Решение:
Последовательно складывая дроби в левой части, получаем уравнение
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9.2.
Ответ:
 (3/5.

Решение.
Положим 
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b
, получим, что 
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. С другой стороны, разделив данное уравнение на
 b2,
получим, что

t2 + 1 = 4,25t.
Решив это уравнение, получаем
t1 = 0,25, t2 = 4.
Jсотается полставить эти значения в дробь.

9.3.
Ответ: Нет

Решение.
Нетрудно убедиться, что четные и нечетные числа в данной последовательности следуют в следующем порядке: н, н, н, н, ч, н, н, н, н, ч, н, н, н, н, ч,…

9.4. Разрежем четырехугольник по диагонали АС на два треугольника, перевернем (АВС и приложим его снова к (ACD стороной АС (см. рисунок 3).Получится треугольник со сторонами AB + CD, BC и CD. Остается применить к нему неравенство треугольника.

.9.5.
Ответ:
Да.

На рисунке 4 показано, как разрезать произвроьный прямоугольник на два и на три семиугольника. Теперь можно разрезать квадрат на три прямоугольника, а за тем два из них – на два семиугольника, а один – на три. (Имеется множество других решений.).

10 класс.
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